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基于圈和三个孤立点的冠图的犙－谱确定性

康同芳，　吴宝丰
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：设犌是狀阶图，犎是犿 阶图，取狀个犎的拷贝，并将犌的第犻个点和第犻个犎中的每一点

相连（犻＝１，２，…，狀），所得到的（狀＋犿狀）阶图称为冠图，记为犌犎．对基于圈和３个孤立点的冠

图的犙－谱确定性（无符号拉普拉斯谱确定性），即犆狀３犓１的犙－谱确定性进行了研究，证明了当

狀≠３２，６４，１２８时，犆狀３犓１由其犙－谱确定．

关键词：无符号拉普拉斯谱；犙－谱；冠图；单圈图
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１　基本概念及背景介绍

现考虑的图均为简单无向图．设犌是狀阶图，

顶点集为犞（犌）＝｛狏１，狏２，…，狏狀｝，边集为犈（犌）．

矩阵犙（犌）＝犇（犌）＋犃（犌）称为犌的犙－阵（无符

号拉普拉斯矩阵）．其中，犃（犌）为邻接矩阵，若狏犻

和狏犼 之间有边相连，则犪犻犼＝１；否则，犪犻犼＝０．

犇（犌）＝犱犻犪犵（犱（狏１），犱（狏２），…，犱（狏狀））为度对角

矩阵，犱（狏犻）表示顶点狏犻的度．图犌的犙－特征多

项式记为φ犙（犌，狓）＝犱犲狋（狓犐狀－犙（犌）），犌的犙－

特征值即φ犙（犌，狓）的根都是非负实数，记为狇犻（犌）

（犻＝１，２，…，狀），它们所构成的多重集合｛狇１（犌），

狇２（犌），…，狇狀（犌）｝称为犌 的犙－谱（无符号拉普
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拉斯谱）．不妨设狇１（犌）≥狇２（犌）≥…≥狇狀（犌）≥

０，其中，当犌连通时，狇狀（犌）＝０当且仅当犌是二

部图．

犆狀 和犓狀 分别表示狀阶圈和狀阶完全图，特别

地，犓１为孤立点．设犌是狀阶图，犎是犿 阶图，取

狀个犎的拷贝，并将犌的第犻个点和第犻个犎中的

每一点相连（犻＝１，２，…，狀），所得到的（狀＋狀犿）阶

图称为冠图［１］，记为犌犎．例如，冠图犆４３犓１如图

１所示．

图１　冠图犆４３犓１

犉犻犵．１　犆狅狉狅狀犪犆４３犓１

　　对于图犌 和图犎，如果它们的犙－谱相同，则

称它们是犙－同谱的．如果与犌是犙－同谱的图必

与犌同构，则称图犌由其犙－谱确定．在图谱理论

中，“哪些图由它的谱确定？”，换句话说“哪些图的结

构由其谱确定？”，这个问题起源于半个世纪前的化

学领域［２］，一直以来，谱确定问题是一个比较困难的

问题．一个图是否由其谱确定，没有一个统一的判断

方法，只能通过一些特殊的方法来判断一些特殊的

图是否由其谱确定，相关研究见文献［１－８］．文献

［３－４］分别证明了犆狀犓１由其犙－谱确定和由其

犔－谱（拉普拉斯谱）确定．文献［１］证明了犆狀２犓１

由其犔－谱确定，并且当狀≠３２，６４时，犆狀２犓１也

由其犙－谱确定，类似的文献还有文献［５－７］．

本文研究冠图犆狀３犓１的犙－谱确定性，给出

了若干引理以及犆狀３犓１的犙－谱及其性质，给出

了犆狀３犓１的犙－同谱图其度序列可能的３种情况

（定理１），并证明了当狀≠３２，６４，１２８时，犆狀３犓１

由其犙－谱确定（定理２）．

２　引理与推论

引理１
［９］
　对于任意图犌，它的犙－特征值０

的重数等于其二部连通分支的个数．

引理２
［１０］
　设图犌 的顶点集是｛狏１，狏２，…，

狏狀｝，犱 狏（ ）犻 表示顶点狏犻（犻＝１，２，…，狀）的度，则下

面的结论成立：

犪．犿犻狀｛犱（狏犻）＋犱（狏犼）狏犻狏犼∈犈（犌）｝≤

狇１（犌）≤犿犪狓｛犱（狏犻）＋犱（狏犼）狏犻狏犼∈犈（犌）｝；

犫．设犌 是狀＞１阶连通图，最大度为Δ，则

狇１（犌）≥Δ＋１．

引理３
［９］
　设图犌 有狀个顶点、犿 条边、狋个

三角形，顶点的度为犱１，犱２，…，犱狀．

令犜犽＝∑
狀

犻＝１

狇犻（犌［ ］）犽，则

犜０＝狀，犜１＝∑
狀

犻＝１

犱犻＝２犿

犜２＝２犿＋∑
狀

犻＝１

犱２犻，犜３＝６狋＋３∑
狀

犻＝１

犱２犻＋∑
狀

犻＝１

犱３犻

　　引理４
［１０］
　设犎是连通图犌的一个真子图，则

狇１（犎）＜狇１（犌）．

边数等于顶点数的连通图称为单圈图，它恰含

一个圈，若这个圈为奇圈，则称该图为奇单圈图．

引理５
［３］
　设图犌 的无符号拉普拉斯矩阵是

犙，则犱犲狋（犙）＝４当且仅当犌是奇单圈图．

在文献［１１］中，犎狅犳犳犿犪狀等给出了图的内部路

的定义．设狏０狏１…狏犽（犽≥１）是图犌 的一条途径，

其中，狏１，狏２，…，狏犽 互不相同（狏０，狏犽 不必不同），

若犱（狏０）＞２，犱（狏犽）＞２，犱（狏犻）＝２（犻＝１，２，…，

犽－１），则称狏０狏１…狏犽 为犌的一条内部路．

引理６
［１０，１２］

　设狌狏是连通图犌的一条边，犌狌狏

是通过对犌 的边狌狏剖分得到的图，则下面结论

成立：

犪．若犌＝犆狀，则狇１（犌狌狏）＝狇１（犌）＝４；

犫．若犌≠犆狀，狌狏不在犌的一条内部路上，则

狇１（犌狌狏）＞狇１（犌）；

犮．若狌狏在犌的一条内部路上，则狇１（犌狌狏）＜

狇１（犌）．

设图犌 有狀 个顶点、犿 条边，φ犙（犌，狓）＝

狓狀＋狆１狓
狀－１＋狆２狓

狀－２＋…＋狆狀 是犌 的犙－特征

多项式．每一分支是树或者是奇单圈图的生成子图，

称为犌的犜犝－子图
［９］．若犌的犜犝－子图犎是由

犮个奇单圈图和树犜１，犜２，…，犜狊 组成的，则犎 的

权定义为 犠 （犎）＝４犮∏
狊

犻＝１

（１＋｜犈（犜犻）｜）＝

４犮∏
狊

犻＝１

狀犻，其中，狀犻 为树犜犻 的阶数．特别地，若犎

中没有树分支，则犠（犎）＝４犮．

引理７
［９］
　图犌的犙－特征多项式系数满足

狆犼＝（－１）犼∑
犎
犼

犠（犎犼），犼＝１，２，…，狀

其中，求和取遍 犌 中所有边数为犼的犜犝－子

图犎犼．

８０３
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引理８
［１３］
　设犲是狀阶图犌中的一条边，则

狇１（犌）≥狇１（犌－犲）≥狇２（犌）≥

　　狇２（犌－犲）≥…≥狇狀（犌）≥狇狀（犌－犲）≥０

　　引理９
［６］
　设犌是狀阶图，犎是犿 阶狉－正则

图，则

φ犙（犌犎，狓）＝φ犙 犌，
狓２－（犿＋２狉＋１）狓＋２犿狉

狓－２狉－（ ）１
·

　　　［φ犙（犎，狓－１）］
狀

即犌犎的犙－谱是

｛（狇犻（犎）＋１）
（狀）（犻＝２，…，犿 （），（狇犼（犌）＋

　　犿＋２狉＋１）± （狇犼（犌）＋犿－２狉－１）
２
＋４槡 ）犿

　　２（犼＝１，２，…，狀）｝

　　推论１　犆狀３犓１的犙－

｛
谱是

１
（２狀），４±槡１２，

狇犻＋４± （狇犻＋２）
２
＋槡 １２

２

（犻＝１，２，…，狀－１｝）
其中，狇犻＝２＋２犮狅狊

２π犻
狀
（犻＝１，２，…，狀－１）．

证明　３犓１的犙－谱是｛０
（３）｝，犆狀 的犙－谱是

２＋２犮狅狊
２π犻
狀
（犻＝１，２，…，狀｛ ｝），由引理９可知结论

成立．

推论２　狇１（犆狀３犓１） 槡＝４＋ １２，且为单根．

推论３　设狀是偶数，则

犪．犆狀３犓１ 所有非零犙－特征值的乘积

为４狀２；

犫．犆狀３犓１的所有重数至少为２的犙－特征值

的乘积为狀
２

４
．

证明　犪．狀为偶数时，０是犆狀３犓１的犙－特

征值，重数为１，从而所有非零犙－特征值的乘积乘

以（－１）４狀－１等于特征多项式系数 狆４狀－１．考虑

犆狀３犓１的（４狀－１）条边的犜犝－子图，由引理７可

得狆４狀－１＝（－１）
４狀－１４狀２，从而结论犪成立．

犫．狀为偶数时，由推论１可知犆狀３犓１的犙－

｛
谱为

１
（２狀），４±槡１２，４，０，狇犻＋４＋

（狇犻＋２）
２
＋槡 １２（ ）２

（２）

，

狇犻＋４－ （狇犻＋２）
２
＋槡 １２（ ）２

（２

｝
）

其中，狇犻＝２＋２犮狅狊
２π犻
狀

犻＝１，２，…，
狀
２（ ）－１ ．设

犆狀３犓１的所有重数至少为２的犙－特征值的乘积

为α，则４（ 槡４＋ １２）（ 槡４－ １２）α＝４狀２，从而α＝

狀２

４
．证毕．

３　主要结论

定理１　设图犌与犆狀３犓１（狀≥３）是犙－同谱

的，Δ（犌）是犌的最大度，犪犻是犌中度为犻的顶点

数，狋（犌）是犌 中三角形的个数，则下面结论之一

成立：

犪．Δ（犌）＝５，犪０＝０，犪１＝３狀，犪２＝犪３＝犪４＝

０，犪５＝狀，狋（犌）＝狋（犆狀３犓１）；

犫．Δ（犌）＝６，犪０＝１，犪１＝３狀－２，犪２＝犪３＝０，

犪４＝５，犪５＝狀－６，犪６＝２，狋（犌）＝０，狀为偶数；

犮．Δ（犌）＝６，犪０＝１，犪１＝３狀－２，犪２＝０，犪３＝

１，犪４＝２，犪５＝狀－３，犪６＝１，狋（犌）＝１，狀为偶数．

证明　由引理１可知犌 与犆狀３犓１ 有相同的

二部连通分支数，即犌 至多有一个二部连通分支，

所以，犪０≤１．若犪０＝１，则 犌 有孤立点，此时

犆狀３犓１为 二 部 图，狀 为 偶 数，从 而 狀 ≥４，

狋（犆狀３犓１）＝０．

由推论２可知狇１（犌）＝狇１（犆狀３犓１）＝４＋

槡１２，由引理２可知Δ（犌）＋１≤狇１（犌）≤２Δ（犌），

从而 槡２＋３≤Δ（犌）≤ 槡３＋ １２，即４≤Δ（犌）≤６．以

下按Δ（犌）的值进行讨论．

情形１　Δ（犌）＝４．由引理３可知

∑
４

犻＝０

犪犻＝４狀，∑
４

犻＝１

犻犪犻＝８狀，∑
４

犻＝１

犻２犪犻＝２８狀（１）

　　犪．若犪０＝０，解方程组（１）得

犪１＝６狀－犪４，犪２＝－８狀＋３犪４，

犪３＝６狀－３犪４

从而犪２＋犪３＝－２狀＜０，与犪２≥０，犪３≥０矛盾．

犫．若犪０＝１，解方程组（１）得

犪１＝６狀－３－犪４，犪２＝－８狀＋３＋３犪４，

犪３＝６狀－１－３犪４

从而犪２＋犪３＝－２狀＋２≥０，得狀≤１，矛盾．

情形２　Δ（犌）＝５．由引理３可知

∑
５

犻＝０

犪犻＝４狀，∑
５

犻＝１

犻犪犻＝８狀，∑
５

犻＝１

犻２犪犻＝２８狀

∑
５

犻＝１

犻３犪犻＋６狋（犌）＝１２８狀＋６狋（犆狀３犓１

烅

烄

烆
）

（２）

　　犪．若犪０＝０，解方程组（２）得

犪１＝６狀－犪４－３犪５

９０３
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犪２＝－８狀＋３犪４＋８犪５

犪３＝６狀－３犪４－６犪５

狋（犌）＝４狀＋狋（犆狀３犓１）－犪４－４犪５

由犪３≥０，犪２＋犪３≥０得

０≤犪４≤２狀－２犪５

－２狀＋２犪５≥
烅
烄

烆 ０
犪５＝狀

此时犪１＝３狀－犪４≥０，犪２＝３犪４≥０，犪３＝－３犪４≥

０，于是，犪１＝３狀，犪２＝犪３＝犪４＝０，从而狋（犌）＝

狋（犆狀３犓１），即得定理１的结论犪．

犫．若犪０＝１，解方程组（２）得

犪１＝６狀－３－犪４－３犪５

犪２＝－８狀＋３＋３犪４＋８犪５

犪３＝６狀－１－３犪４－６犪５

由犪３≥０，犪２＋犪３≥０得

０≤犪４≤２狀－
１
３
－２犪５

－２狀＋２＋２犪５≥

烅
烄

烆 ０

狀－１≤犪５≤狀－
１
６

即犪５＝狀－１．此时犪２＝３犪４－５≥０，犪３＝－３犪４＋

５≥０，从而犪４＝
５
３
，矛盾．

情形３　Δ（犌）＝６．由引理３可知

∑
６

犻＝０

犪犻＝４狀，∑
６

犻＝１

犻犪犻＝８狀，∑
６

犻＝１

犻２犪犻＝２８狀

∑
６

犻＝１

犻３犪犻＋６狋（犌）＝１２８狀＋６狋（犆狀３犓１

烅

烄

烆
）

（３）

　　犪．若犪０＝０．当狀≥４时，狋（犆狀３犓１）＝０，解方

程组（３）得

犪１＝６狀－犪４－３犪５－６犪６

犪２＝－８狀＋３犪４＋８犪５＋１５犪６

犪３＝６狀－３犪４－６犪５－１０犪６

狋（犌）＝４狀－犪４－４犪５－１０犪６

于是

犪２＋犪３≥０

犪２＋３狋（犌）≥
烅
烄

烆 ０

２犪５＋５犪６≥２狀

４犪５＋１５犪６≤４
烅
烄

烆 狀

解得犪６＝０，与Δ（犌）＝６矛盾．

当狀＝３时，狋（犆狀３犓１）＝１，此时狋（犌）＝

４狀＋１－犪４－４犪５－１０犪６，于是

犪２＋犪３≥０

犪２＋３狋（犌）≥
烅
烄

烆 ０

２犪５＋５犪６≥２狀＝６

４犪５＋１５犪６≤４狀＋３＝
烅
烄

烆 １５

解得犪６≤
３
５
，即犪６＝０，与Δ（犌）＝６矛盾．

犫．若犪０＝１，此时狀 为偶数，狀≥４，狋（犆狀

３犓１）＝０，解方程组（３）得

犪１＝６狀－３－犪４－３犪５－６犪６

犪２＝－８狀＋３＋３犪４＋８犪５＋１５犪６

犪３＝６狀－１－３犪４－６犪５－１０犪６

狋（犌）＝４狀＋１－犪４－４犪５－１０犪６

于是

犪２＋犪３≥０

犪２＋３狋（犌）≥
烅
烄

烆 ０

２犪５＋５犪６≥２狀－２

４犪５＋１５犪６≤４狀＋
烅
烄

烆 ６


　　犪６≤２

　　当犪６＝１时，解得狀－
７
２
≤犪５≤狀－

９
４
，即

犪５＝狀－３，此时犪２＝－６＋３犪４≥０，犪３＝７－３犪４≥

０，从而犪４＝２，于是，犪１＝３狀－２，犪２＝０，犪３＝１，

狋（犌）＝１，即定理１的结论犮．

当犪６＝２时，同理可得犪５＝狀－６，犪４＝５，从而

犪１＝３狀－２，犪２＝犪３＝０，狋（犌）＝０，即得定理１的

结论犫．

综合以上情形，定理１得证．

边数等于顶点数加１的连通图称为双圈图．

“犱狌犿犫犫犲犾犾”图是将２个不交的圈用路连接，且路的２

个端点分别在２个圈上．“∞”图是由２个圈组成，且

这２个圈有且只有１个公共点．“θ”图是将２个点用

３条不相交的路连接得到（见图２）．每个双圈图必恰

含“犱狌犿犫犫犲犾犾”图、“∞”图、“θ”图之一作为子图，因

此，双圈图可以分为３类：“犱狌犿犫犫犲犾犾”型、“∞”型和

“θ”型．

图２　３类图

犉犻犵．２　犜犺狉犲犲犳犪犿犻犾犻犲狊狅犳犵狉犪狆犺狊

　　引理１０　设 犌 是双圈图，且 狇１（犌）≤

狇１（犆狀３犓１），则存在顶点狏∈犞（犌），使得２≤

犱（狏）≤４．进一步，当犌是“犱狌犿犫犫犲犾犾”型时，则至少

存在２个顶点狏１，狏２∈犞（犌），使得２≤犱（狏犻）≤

０１３
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４（犻＝１，２）．

证明　用反证法．按以下３种情况分别讨论．

犪．犌是“犱狌犿犫犫犲犾犾”型．假设犌 至多有１个度

为２，３或４的点，则其余顶点的度是１或者大于等

于５，从而犌有真子图犆犵３犓１（犵为某整数），由

引理４和推论２可知，狇１（犌）＞狇１（犆犵３犓１）＝

狇１（犆狀３犓１），矛盾．

犫．犌是“∞”型．假设犌 没有度为２，３或４的

点，则犌有真子图犆犵３犓１（犵为某整数），同理产生

矛盾．

犮．犌是“θ”型．假设犌没有度为２，３或４的点，

若连接２点的３条路中最短路的长度小于３，则可

以通过剖分内部路将该最短路的长度变为３，此时

的图记为犌
～

，则犌
～

有真子图犆犵３犓１（犵为某整数）．

由引理４、引理６和推论２可知，狇１（犌）≥狇１（犌
～

）＞

狇１（犆犵３犓１）＝狇１（犆狀３犓１），矛盾．

引理１１　设图犌 与犆狀３犓１ 是犙－同谱的，

狀＝２γ，γ为正整数，犵为奇数，则犆犵３犓１ 不是犌

的１个分支．

证明　假设犆犵３犓１是犌的１个分支，由推论

１可知，存在狇犻＝２＋２犮狅狊
２π犻
狀
（１≤犻≤狀＝２γ），使得

狇犻＋４＋ （狇犻＋２）
２
＋槡 １２＝２＋２犮狅狊

２π
犵
＋

４＋ （２＋２犮狅狊
２π
犵
＋２）

２

＋槡 １２ （４）

令犳（狓）＝狓＋４＋ （狓＋２）２槡 ＋１２，狓∈ ０，［ ］４ ，则

犳′（狓）＝１＋
狓＋２

（狓＋２）２槡 ＋１２
．当狓∈ ０，［ ］４ 时，有

犳′（狓）＞０，即犳（狓）在 ０，［ ］４ 上关于狓严格单调递

增．由式（４）得犮狅狊
２π犻
狀
＝犮狅狊

２π
犵
，这对于奇数犵与

狀＝２γ是不可能的，因此，犆犵３犓１不是犌的１个分

支．证毕．

引理１２　设图犌与犆狀３犓１是犙－同谱的，若

犌与犆狀３犓１具有相同的度序列，则犌犆狀３犓１．

证明　由引理１和引理３可知，犌至多有１个

二部连通分支，且犌 的边数和顶点数相等．假设犌

恰有１个分支为树，则犌 必有１个分支是双圈图，

记为犌０．因为，犌与犆狀３犓１具有相同的度序列，从

而犌没有度为２，３或４的点，所以，由引理１０可

知，狇１（犌）≥狇１（犌０）＞狇１（犆狀３犓１），矛盾，因此，犌

的所有分支均为单圈图．

由于犌没有度为２，３或４的点，所以，犌 的所

有单圈分支都有形如犆犵３犓１ 的子图．而由推论２

可知，狇１（犆狀３犓１） 槡＝４＋ １２是一个单根，且与狀

无关，从而犌至多有１个单圈分支；否则，犌至少有

２个犙－特征值大于等于狇１（犆犵３犓１） 槡＝４＋ １２，

矛盾．故犌是单圈图，且含子图犆犵３犓１（犵为某整

数），根据引理４，犌犆犵３犓１．考虑到犌与犆狀３犓１

具有相同的阶数，所以，犌犆狀３犓１．证毕．

定理２　设整数狀≥３且狀≠３２，６４，１２８，则

犆狀３犓１由其犙－谱确定．

证明　设图犌与犆狀３犓１是犙－同谱的，犪犻表

示犌中度为犻的顶点数，狋（犌）表示犌中三角形的

个数．由定理１可知，Δ（犌）＝５或６．

假设Δ（犌）＝６，则犌 必满足以下２种情况

之一：

犪．Δ（犌）＝６，犪０＝１，犪１＝３狀－２，犪２＝犪３＝０，

犪４＝５，犪５＝狀－６，犪６＝２，狋（犌）＝０，狀为偶数；

犫．Δ（犌）＝６，犪０＝１，犪１＝３狀－２，犪２＝０，犪３＝

１，犪４＝２，犪５＝狀－３，犪６＝１，狋（犌）＝１，狀为偶数．

于是，狀为偶数，０是犌 的犙－特征值且为单

根，从而犌是由１个孤立点和一些非二部连通分支

组成的．设犌１，犌２，…，犌犮是犌的非二部连通分支，

不失一般性，设犌１，犌２，…，犌犮－１是奇单圈图，犌犮是

双圈图．设犎＝犌－犲，其中，犲是犌犮 的一条边，且

犌犮－犲为奇单圈图．由推论３及其证明可知，犌 有

犙－特征值 狇犻＋４± （狇犻＋２）
２槡 ＋１２（ ）２

（２

（
）

其中，

狇犻＝２＋２犮狅狊
２π犻
狀
，犻＝１，２，…，

狀
２ ）－１ ，它们的乘积

为狀
２

４
．于是由引理８（删边插值）可知，犎必有犙－特

征值狇犻＋４±
（狇犻＋２）

２槡 ＋１２
２

，它们的乘积为 狀２

槡４＝
狀
２
．设犎其余的非零犙－特征值的乘积为β，由引理

５得
狀
２
β＝４

犮．因为，图的犙－特征值都是代数整数

（即整数或无理数），所以，β＝
２×４犮

狀
为整数，从而存

在整数γ，使得狀＝２γ．由引理１１可知，犌犻（犻＝１，

２，…，犮－１）不可能是形如犆犵３犓１的奇单圈图，也

不可能有形如犆犵３犓１ 的真子图，从而犌犻（犻＝１，

２，…，犮－１）至少有１个度为２，３或４的点．

以下按犌满足的２种情况分别讨论．

情形１　犪０＝１，犪１＝３狀－２，犪２＝犪３＝０，犪４＝

５，犪５＝狀－６，犪６＝２，狋（犌）＝０，狀为偶数．此时犌犻

１１３
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（犻＝１，２，…，犮）的围长均大于３．

情形１．１　犌犮是含２个奇圈的“犱狌犿犫犫犲犾犾”型双

圈图．

由引理１０可知，犌犮中至少有２个度为２，３或４

的点．由犪２＝犪３＝０，犪４＝５得犮≤４．设狆（狆≥１０）是

犌犮中２个奇圈的长度和，狇是连接犌犮中２个奇圈的

路的长度，则狆＋狇≤４狀－犪１－５（犮－１）＝狀－５犮＋

７．另一方面，由引理７和推论３可知，犌中所有非零

犙－特征值的乘积为４
犮－１（４狆＋４

２
狇）＝４狀

２．于是，

狆＋狇≤狀－５犮＋７

狆＋４狇＝４
１－犮狀２

狆≥

烅

烄

烆 １０


１
３
（４１－犮狀２－

狀＋５犮－７）≤狇≤狀－５犮－３

即４１－犮狀２－４狀＋２０犮＋２≤０．

当犮＝１或２时，犳（狀）＝４
１－犮狀２－４狀＋２０犮＋２

的判别式均小于０，矛盾．

当犮＝３时，解得２７≤狀≤３７，考虑到狀为２γ

形式，所以，狀＝３２，与条件不符．

当犮＝４时，解得２３≤狀≤２３３，所以，狀＝３２，６４

或１２８，也与条件不符．

情形１．２　若犌犮不是含２个奇圈的“犱狌犿犫犫犲犾犾”

型双圈图．

此时，犌犮是“θ”型、“∞”型或者是带有１个偶圈

１个奇圈的“犱狌犿犫犫犲犾犾”型双圈图，由引理１０可知，

犌犮中至少有１个度为２，３或４的点．由犪２＝犪３＝

０，犪４＝５得犮≤５．设狓是犌犮中使得犌犮－犲为奇单

圈图的边犲的个数，则４犮狓＝４狀２，从而狓＝４１－犮狀２≤

４狀－犪１－５（犮－１）＝狀－５犮＋７，即４１－犮狀２－狀＋

５犮－７≤０．

当犮＝１时，解得－１≤狀≤２，矛盾．

当犮＝２或３时，犳（狀）＝４
１－犮狀２－狀＋５犮－７的

判别式均小于０，矛盾．

当犮＝４时，解得１９≤狀≤４５，考虑到狀为２γ

形式，所以，狀＝３２，与条件不符．

当犮＝５时，解得２０≤狀≤２３６，所以，狀＝３２，６４

或１２８，也与条件不符．

情形２　犪０＝１，犪１＝３狀－２，犪２＝０，犪３＝１，

犪４＝２，犪５＝狀－３，犪６＝１，狋（犌）＝１，狀为偶数．此

时犌中恰有１个三角形．

情形２．１　犌犮是含２个奇圈的“犱狌犿犫犫犲犾犾”型双

圈图．

由犪２＝０，犪３＝１，犪４＝２得犮≤２．设狆（狆≥８）

是犌犮中２个奇圈的长度和，狇是连接犌犮 中２个奇

圈的路的长度．

当犮＝１时，犌１是双圈图且含三角形，则狆＋狇≤

４狀－犪１＝狀＋２．另一方面，４狆＋４
２
狇＝４狀

２，于是

狆＋狇≤狀＋２

狆＋４狇＝狀
２

狆≥

烅

烄

烆 ８


１
３
（狀２－狀－２）≤狇≤狀－６

即狀２－４狀＋１６≤０，其判别式小于０，矛盾．

当犮＝２时，狆＋狇≤犿犪狓｛４狀－犪１－５，４狀－

犪１－３｝＝狀－１．又４（４狆＋４
２
狇）＝４狀

２．于是

狆＋狇≤狀－１

狆＋４狇＝４
－１狀２

狆≥

烅

烄

烆 ８


１
３
（４－１狀２－狀＋１）≤狇≤狀－９

即４－１狀２－４狀＋２８≤０，其判别式小于０，矛盾．

情形２．２　若犌犮不是含２个奇圈的“犱狌犿犫犫犲犾犾”

型双圈图．

由犪２＝０，犪３＝１，犪４＝２可知，犮≤３．设狓是犌犮

中使得犌犮－犲为奇单圈图的边犲的个数，则４犮狓＝

４狀２，故狓＝４１－犮狀２．

当犮＝１时，狓＝狀２≤４狀－犪１＝狀＋２，即狀２－

狀－２≤０，解得－１≤狀≤２，矛盾．

当犮＝２或３时，

狓＝４
１－犮狀２≤犿犪狓｛４狀－犪１－５（犮－２）－３，

４狀－犪１－５（犮－１）｝＝狀－５犮＋９

即４１－犮狀２－狀＋５犮－９≤０．

当犮＝２时，解得狀＝２，矛盾．

当犮＝３时，犳（狀）＝４
１－犮狀２－狀＋５犮－９的判别

式小于０，矛盾．

综合以上情形，Δ（犌）≠６，即Δ（犌）＝５，因而

由定理１可知，犌与犆狀３犓１具有相同的度序列，再

由引理１２可知，犌犆狀３犓１，即犆狀３犓１由其犙－

谱确定．证毕．

当狀＝３２，６４或１２８时，犆狀３犓１是否由其犙－

谱确定，利用本文的方法无法确定，解决该问题需要

用新的方法．同样，文献［１］也遗留了类似的问题：当

狀＝３２或６４时，犆狀２犓１ 不知道是否由其犙－谱

确定．
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