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基于对称模糊数和最优犺值线性回归模型的

质量功能展开研究

朱　倩，　陆秋君
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：模糊线性回归参数犺决定模糊系数的可能性分布，影响模型的系统可靠性．分析了含有参数

狆的对称模糊数的模型，得出质量功能展开中具有最优犺值的函数关系．当参数狆给定时，考虑系

统模糊性和系统隶属度两个因素，依据模糊线性回归模型系统可靠性最大的原则，得到最优犺值；

并将该理论应用于质量功能展开的实例，选取有代表性的３个狆值，分别对应二次根型、三角型和

抛物型对称模糊数进行讨论，得到对应的最优犺值．在最优犺值的前提下，分析对应的系统模糊性

和可靠性的变化规律，通过对比分析，得到系统可靠性最大的函数关系．

关键词：模糊线性回归；对称模糊数；最优犺值；质量功能展开；系统可靠性

中图分类号：犗２１２　　　文献标志码：犃

犙狌犪犾犻狋狔犉狌狀犮狋犻狅狀犇犲狆犾狅狔犿犲狀狋犅犪狊犲犱狅狀犪犓犻狀犱狅犳犔犻狀犲犪狉犚犲犵狉犲狊狊犻狅狀

犕狅犱犲犾狑犻狋犺犛狔犿犿犲狋狉犻犮犉狌狕狕狔犖狌犿犫犲狉狊犪狀犱犗狆狋犻犿犻狕犲犱犺犞犪犾狌犲狊

犣犎犝犙犻犪狀，　犔犝犙犻狌犼狌狀
（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犛犮犻犲狀犮犲，犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犛犺犪狀犵犺犪犻犳狅狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犛犺犪狀犵犺犪犻２０００９３，犆犺犻狀犪）

犃犫狊狋狉犪犮狋：犜犺犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉犺，犻狀犪犳狌狕狕狔犾犻狀犲犪狉狉犲犵狉犲狊狊犻狅狀（犉犔犚）犿狅犱犲犾，犱犲狋犲狉犿犻狀犲狊狋犺犲狆狉狅犫犪犫犻犾犻狋狔

犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狅犳狋犺犲犳狌狕狕狔犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊犪狀犱犻狀犳犾狌犲狀犮犲狊狋犺犲狊狔狊狋犲犿犮狉犲犱犻犫犻犾犻狋狔狅犳狋犺犲犉犔犚犿狅犱犲犾．犜狅

狅犫狋犪犻狀狋犺犲犳狌狀犮狋犻狅狀犪犾狉犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆狊狑犻狋犺狅狆狋犻犿犻狕犲犱犺狏犪犾狌犲狊犻狀狇狌犪犾犻狋狔犳狌狀犮狋犻狅狀犱犲狆犾狅狔犿犲狀狋（犙犉犇），

狋犺犲犉犔犚犿狅犱犲犾狑犪狊犪狀犪犾狔狕犲犱，狑犺犲狉犲狋犺犲犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊狑犲狉犲犪狊狊狌犿犲犱犪狊狊狔犿犿犲狋狉犻犮犳狌狕狕狔狀狌犿犫犲狉狊

犮狅狀狋犪犻狀犻狀犵狆犪狉犪犿犲狋犲狉狆．犠犺犲狀狋犺犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉狆狑犪狊犵犻狏犲狀，犮狅狀狊犻犱犲狉犻狀犵犫狅狋犺狋犺犲狊狔狊狋犲犿犳狌狕狕犻狀犲狊狊

犪狀犱犿犲犿犫犲狉狊犺犻狆，狋犺犲犺狏犪犾狌犲狊狑犲狉犲犱犲狋犲狉犿犻狀犲犱犪犮犮狅狉犱犻狀犵狋狅狋犺犲犮狉犻狋犲狉犻狅狀狅犳犿犪狓犻犿狌犿犮狉犲犱犻犫犻犾犻狋狔狅犳

狋犺犲狊狔狊狋犲犿．犃狀犻犾犾狌狊狋狉犪狋犻狏犲犲狓犪犿狆犾犲狑犪狊狆狉狅狏犻犱犲犱狋狅犱犲犿狅狀狊狋狉犪狋犲狋犺犲狆犲狉犳狅狉犿犪狀犮犲狅犳狋犺犲狆狉狅狆狅狊犲犱

犪狆狆狉狅犪犮犺．犕犲犪狀狑犺犻犾犲，狋犺犲狅狆狋犻犿犻狕犲犱犺狏犪犾狌犲狊狑犲狉犲狅犫狋犪犻狀犲犱狌狀犱犲狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋狉犲狆狉犲狊犲狀狋犪狋犻狏犲狊狅犳狆

狏犪犾狌犲狊，狀犪犿犲犾狔，狋犺犲狊犲犮狅狀犱犪狉狔狉狅狅狋，狋狉犻犪狀犵犾犲犪狀犱狆犪狉犪犫狅犾犻犮狊狔犿犿犲狋狉犻犮犳狌狕狕狔狀狌犿犫犲狉狊．犜犺犲犮犺犪狀犵犻狀犵

犱犻狊犮犻狆犾犻狀犲狊狅犳狋犺犲狊狔狊狋犲犿犳狌狕狕犻狀犲狊狊犪狀犱狉犲犾犻犪犫犻犾犻狋狔狑犲狉犲犪狀犪犾狔狕犲犱狑犻狋犺狉犲犵犪狉犱狋狅狋犺犲狅狆狋犻犿犻狕犲犱犺

狏犪犾狌犲狊．犜犺犲犿犪狓犻犿狌犿狊狔狊狋犲犿犮狉犲犱犻犫犻犾犻狋狔狅犳狋犺犲犳狌狀犮狋犻狅狀犪犾狉犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犮犪狀犫犲狅犫狋犪犻狀犲犱犫狔犮狅犿狆犪狉犻狀犵

狋犺犲犮狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵狉犲狊狌犾狋狊．



　第４期 朱　倩，等：基于对称模糊数和最优犺值线性回归模型的质量功能展开研究 　

犓犲狔狑狅狉犱狊：犳狌狕狕狔犾犻狀犲犪狉狉犲犵狉犲狊狊犻狅狀；狊狔犿犿犲狋狉犻犮犳狌狕狕狔狀狌犿犫犲狉；狅狆狋犻犿犻狕犲犱犺狏犪犾狌犲；狇狌犪犾犻狋狔

犳狌狀犮狋犻狅狀犱犲狆犾狅狔犿犲狀狋；狊狔狊狋犲犿犮狉犲犱犻犫犻犾犻狋狔

　　质量功能展开（犙犉犇）起源于２０世纪末的日

本［１］，它将客户的需求通过不同阶段的产品规划转

变为产品功能，已被用来作为顾客导向的方法，分析

客户对不同属性的产品的需求，从而促进产品的设

计［２］．犙犉犇的方法已成功应用在许多行业，包括软

件开发过程［３］、供应链管理［４］、项目选择和分配［５］、

预测分析［６］及投资［７］等．

到目前为止，在质量功能展开中确定函数关系

有两大分支．一是有经验的产品专家根据清晰输入

或者模糊输入决定函数关系．在传统的质量功能展

开中，客户要求倾向于主观性和定量性，得到的结论

往往是不精确的．另一分支是模糊回归的方法．

犜犪狀犪犽犪等
［８］根据犣犪犱犲犺

［９］的扩展原理首次将模糊回

归的方法引入犙犉犇中．犓犻犿等
［１０］用模糊线性回归

（犉犔犚）模型来估计犙犉犇中的函数关系，并提出了一

种模糊多准则的方法进行产品设计．犕狅狊犽狅狑犻狋狕

等［１１］、犓犻犿等
［１２］研究了具有对称三角模糊数的模

糊线性回归模型中，模糊线性回归参数犺与隶属函

数的形状和模糊参数的展形之间的关系．犔犻狌等
［１３］

在综合考虑了系统模糊性和系统隶属度的因素下，

提出系统可靠性最大的准则，选择具有最优犺值的

模糊线性回归模型．犔犻狌等
［１４］研究了具有对称三角

模糊数的模糊线性回归模型在质量功能展开中的应

用，犆犺犲狀等
［１５］将其推广到具有非对称模糊数的线

性回归模型．

本文分析含有参数狆的对称模糊数，推导最优

犺值模糊线性回归模型的求解过程；并将该理论模

型应用于质量功能展开，在不同狆值前提下，对应

得到最优犺值、系统模糊性和系统可靠性进行相关

分析，得到最优模糊函数关系．

１　理论知识

１．１　对称模糊数的线性回归模型

传统的线性回归模型，假设被解释变量是解释

变量的线性组合．有犿 对样本观察数据｛（狔１，狓１），

（狔２，狓２），…，（狔犻，狓犻），…，（狔犿，狓犿）｝，其中，狔犻 是

第犻个清晰观察值，狓犻＝（狓犻０，狓犻１，…，狓犻犼，…，狓犻狀）

是第犻个清晰输入向量，并对任意的犻，有狓犻０＝１成

立，狓犻犼是第犻个样本的第犼个变量的观测值．一般来

说，被解释变量和解释变量之间的模糊函数关系为

狔～^
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～
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　　犃
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～
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狀

犼＝０

犃
～
犼狓犻犼，犻＝１（１）

式中：狔～^
　
犻是狔犻的模糊估计值；犃

～
犼是具有对称模糊

数的模糊系数，犼＝０，１，…，狀．

设式（１）中的犃
～
犼有一个隶属函数，记为犃

～
犼（狓），

表示为

犃
～
犼（狓）＝犔

狓－犪
犮
犼

犪狊（ ）
犼

（２）

式中：犔（狓）＝犿犪狓｛０，１－ 狓 狆｝，狆＞０；犃
～
犼表示为

犃
～
犼＝（犪

犮
犼，犪

狊
犼）犔，犼＝０，１，…，狀；犪

犮
犼 和犪

狊
犼 分别表示

犃
～
犼的中心值和展形；参数狆代表模糊程度的强弱．

如图１所示，考虑到不同隶属函数的对称情况，

为方便研究，仅讨论３种典型模糊程度的情况，即

狆＝０．５，狆＝１和狆＝２，分别对应于具有二次根型模

糊数、三角型模糊数、抛物型模糊数［１６］．犪犔犼，犪
犚
犼 分别

为狓的左展值、右展值．模糊线性回归的目标是根据

最小模糊性来决定犳（狓犻）
［８］，表示为

狔犻∈［犳（狓犻）］
犺，犻＝１，２，…，犿 （３）

式中，［犳（狓犻）］
犺 是犺水平下通过输入向量狓犻，根据

式（１）得到的模糊线性回归函数的模糊输出，是一个

取值区间．

图１　不同狆值时具有对称模糊数的隶属函数

犉犻犵．１　犕犲犿犫犲狉狊犺犻狆犳狌狀犮狋犻狅狀狅犳狋犺犲狊狔犿犿犲狋狉犻犮犳狌狕狕狔

狀狌犿犫犲狉犮狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵狋狅犱犻犳犳犲狉犲狀狋狆狏犪犾狌犲狊

　　通过中心值犳
犮（狓犻）和展形犳

狊（狓犻），得到预测

模糊值犳（狓犻）＝（犳
犮（狓犻），犳

狊（狓犻））犔，即

犳
犮（狓犻）＝∑

狀
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９１３
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同时，可以得到犺（０≤犺＜１）水平下的犳（狓犻）＝
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１
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犳
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１
狆犳

狊（狓犻）］ （６）

　　当犺＝０时，犳（狓犻）取０水平截集为模糊集合支

集的闭包．

此时，式（３）可以对应写成

∑
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　　犜犪狀犪犽犪等
［８］提出模糊线性回归模型的系统模

糊性，记为Δ．
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犿
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Δ狔～犻 ＝∑
犿
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∑
狀
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式中，Δ狔～犻是狔～^
　
犻的模糊性，即

Δ狔～犻 ＝犳
狊（狓犻） （９）

因此，当狆给定时，可以根据下面的线性规划模型

求解对称模糊系数犃
～
犼，即

　

犿犻狀Δ＝∑
犿

犻＝１
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狀
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１．２　模糊线性回归模型的可靠性

在模糊线性回归模型中，当给定狆值时，参数

犺决定着模糊系数的可能性分布．根据犔犻狌等
［１３］提

出的系统可靠性，考虑系统模糊性和系统隶属度这

２个因素，假定犺１和犺２是区间［０，１）上的２个不同

的值，犃
～１
犼和犃

～２
犼是分别对应于犺１和犺２的对称模糊

系数，狔～^
　１
犻和狔～^

　２
犻 是式（１）中狔犻 的模糊估计值．由式

（１）可计算狔～^
　１
犻和狔～^

　２
犻．

狔～^
　１
犻 ＝∑

狀

犼＝０

犃
～１
犼狓犻犼 （１１）

狔～^
　２
犻 ＝∑

狀

犼＝０

犃
～２
犼狓犻犼 （１２）

　　当原始数据集相同时，需比较狔～^
　１
犻和狔～^

　２
犻，哪个是

对狔犻更好的估计．一般情况下，模糊性Δ狔～犻越小，

隶属度狔～^
　
犻（狔犻）越大，则对应狔犻的模糊估计值狔～^

　
犻效

果越好．将狔犻 对应的模糊估计值狔～^
　
犻 的可靠性记

为狕犻．

狕犻＝
狔～^
　
犻（狔犻）

Δ狔～犻
（１３）

　　由式（１３）可得式（１）中所有数据集的系统可靠

性，记为狕．

狕＝∑
犿

犻＝１

狕犻＝∑
犿

犻＝１

狔～^
　
犻（狔犻）

Δ狔～犻
（１４）

狕越大，表明得到的模糊线性回归模型效果越好．

１．３　对称模糊系数的最优犺值

在给定样本数据对情况下，对具有对称模糊系

数的模糊线性回归模型，考虑模型的系统模糊性最

小和系统可靠性最大两项准则，为回归模型选择最

优犺值．选择最优犺值的具体步骤如下：

假定犺１ 和犺２ 是区间［０，１）上的２个不同的

值，由式（１０）得，犺１的最优解、最优模糊性和最优目

标函数值分别为：犃
～犺１
犼 ＝（犪^

犮
犼，（犪^

狊
犼）
犺１ ）犔，Δ狔～

犺１
犻 和

Δ
犺１ ，其中，犻＝１，２，…，犿，犼＝０，１，２，…，狀．犺２ 的

最优解、最优模糊性和最优目标函数值分别为

犃
～犺２
犼 ＝ 犪^犮犼，

１－犺１
１－犺（ ）

２

１
狆

犪^狊（ ）犼
犺（ ）１

犔

，

犼＝０，１，…，狀 （１５）

Δ狔～
犺２
犻 ＝

１－犺１
１－犺（ ）

２

１
狆

Δ狔～
犺１
犻 ，

犻＝１，２，…，犿 （１６）

Δ
犺２ ＝

１－犺１
１－犺（ ）

２

１
狆

Δ
犺１ （１７）

　　由式（１５）～（１７）可知，犺由犺１变到犺２，模糊系

数犃
～
犼的中心值犪^

犮
犼 保持不变，而犃

～
犼 的展形值犪^

狊
犼，最

优模糊性Δ狔～
犺２
犻 和最优目标函数值Δ

犺２ 均增大

（１－犺１）／（１－犺２）］
１

［ 狆倍．

对于 犺１，狔犻 的最优模糊输出结果，记为

狔～^
　犺１
犻 ＝（狔^

犮
犻，狔^

狊（ ）犻 犺１ ）犔，当狔犻∈［狔^
犮
犻－ 狔^

狊（ ）犻 犺１ ，狔^
犮
犻＋

狔^
狊（ ）犻 犺１ ］，对应的隶属度为

（狔～^
　
犻（狔犻））

犺１ ＝１－
狔^
犮
犻－狔犻

狔^
狊（ ）犻 犺［ ］

１

狆

，

０２３
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犻＝１，２，…，犿 （１８）

　　若定义

狇
犺１
犻 ＝

狔^
犮
犻－狔犻

（狔^
狊
犻）犺


１

＝
∑
狀

犼＝０

犪^犮犼狓犻犼－狔犻

∑
狀

犼＝０

（犪^狊犼）
犺１ 狓犻犼

，

犻＝１，２，…，犿 （１９）

则式（１８）可以写成

（狔～^
　
犻（狔犻））

犺１ ＝１－（狇
犺１
犻 ）狆，犻＝１，２，…，犿 （２０）

　　由式（９），（１３），（２０），预测模糊估计结果狔～^
　犺１
犻

的可靠性狕犺１犻 可表示为

狕犺１犻 ＝
（狔～^
　
犻（狔犻））

犺１

Δ狔～
犺１
犻

＝
１－ 狇

犺１（ ）犻
狆

∑
狀

犼＝０

犪^狊（ ）犼
犺１ 狓犻犼

，

犻＝１，２，…，犿 （２１）

　　因此，式（１）中对于犺１的模糊线性回归模型的

系统可靠性狕犺１为

狕犺１ ＝∑
犿

犻＝１

狕犺１犻 ＝∑
犿

犻＝１

１－ 狇
犺１（ ）犻

狆

∑
狀

犼＝０

犪^狊（ ）犼
犺１ 狓犻犼

（２２）

　　对于犺２，由式（１５）～（１７），（１９）可得

狇
犺２
犻 ＝

狔^
犮
犻－狔犻

狔^
狊（ ）犻 犺２

＝
狔^
犮
犻－狔犻

１－犺１
１－犺（ ）

２

１
狆

（狔^
狊
犻）
犺１
＝

１－犺２
１－犺（ ）

１

１
狆

狇
犺１
犻 ，犻＝１，２，…，犿 （２３）

　　由式（２０）和式（２３），犺２的隶属度（狔～^
　
犻（狔犻））

犺２ 为

狔～^
　
犻 狔（ ）（ ）犻

犺２ ＝１－ 狇
犺２（ ）犻

狆 ＝１－

　　
１－犺２
１－犺（ ）

１

１
狆

狇
犺１［ ］犻

狆

＝１－
１－犺２
１－犺１

狇
犺１（ ）犻

狆 ＝

　　１－ 狇
犺１（ ）犻

狆＋
犺２－犺１
１－犺１

狇
犺１（ ）犻

狆 ＝

　　 狔～^
　
犻 狔（ ）（ ）犻

犺１ ＋
犺２－犺１
１－犺１

狇
犺１（ ）犻

狆 （２４）

　　因此，根据式（１３），（１６），（２４），犺２的预测模糊

估计结果狔～^
　犺２
犻 的可靠性狕犺２犻 为

狕犺２犻 ＝
狔～^
　
犻（狔犻（ ））犺２

Δ狔～
犺２
犻

＝

　
狔～^
　
犻（狔犻（ ））犺１＋

犺２－犺１
１－犺１

狇
犺１（ ）犻

狆

１－犺１
１－犺（ ）

２

１
狆

Δ狔～
犺１
犻

＝
１－犺２
１－犺（ ）

１

１
狆

狕犺１犻 ＋

　
犺２－犺１
１－犺１

１－犺２
１－犺（ ）

１

１
狆

狑犺１犻 ，犻＝１，２，…，犿（２５）

狑犺１犻 ＝
狇
犺１（ ）犻

狆

Δ狔～
犺１
犻

（２６）

　　当狔犻∈［狔^
犮
犻－ 狔^

狊（ ）犻 犺１ ，狔^
犮
犻＋ 狔^

狊（ ）犻 犺１ ］，对于犺２

在式（１）中的系统可靠性为

狕犺２ ＝∑
犿

犻＝１

狕犺２犻 ＝
１－犺２
１－犺（ ）

１

１
狆

狕犺１＋

犺２－犺１
１－犺１

１－犺２
１－犺（ ）

１

１
狆

狑犺１ （２７）

狑犺１ ＝∑
犿

犻＝１

狑犺１犻 （２８）

　　若设犺１＝０，犺２＝犺，则式（１５）～（１７），（２３）～

（２５），（２７）整理为

犃
～犺
犼 ＝（犪^犮犼，

１
１－（ ）犺

１
狆

犪^狊（ ）犼
０）

犔

，

犼＝０，１，…，狀 （２９）

Δ狔～
犺

犻 ＝
１

１－（ ）犺
１
狆

Δ狔～
０

犻 ，

犻＝１，２，…，犿 （３０）

Δ
犺

＝
１

１－（ ）犺
１
狆

Δ
０ （３１）

狇
犺
犻 ＝（１－犺）

１
狆狇
０
犻，犻＝１，２，…，犿 （３２）

（狔～^
　
犻（狔犻））

犺

＝（狔～^
　
犻（狔犻））

０

＋犺（狇
０）犻 狆，

犻＝１，２，…，犿 （３３）

狕犺犻 ＝（１－犺）
１
狆狕０犻＋犺（１－犺）

１
狆狑０犻，

犻＝１，２，…，犿 （３４）

狕犺 ＝（１－犺）
１
狆狕０＋犺（１－犺）

１
狆狑０ （３５）

　　在式（１）中，基于系统可靠性最大的准则，为了

推导出求解最优犺值的公式，需对式（３５）关于犺

求导．

狕
犺

犺
＝－
狕０

狆
１－（ ）犺

１
狆－１＋ １－（ ）犺

１
狆狑０－

　
狑０

狆
犺 １－（ ）犺

１
狆－１＝ １－（ ）犺

１
狆－１·

　 狑０ １－（ ）犺 －
狕０

狆
－
狑０

狆［ ］犺 （３６）

令狕
犺

犺
＝０，得到关于犺的驻点

犺 ＝狆
狑０－狕

０

狆狑
０
＋狑

０
（３７）

其中，狕０≥０，狑０≥０．若狆狑
０
≥狕

０ 成立，则０≤

犺＜１．一般情况下，很难保证犺≥０，当狆狑
０
＜狕

０

时，犺＜０，此时，式（３６）关于犺继续求导，得到

１２３
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
２狕犺

犺
２ ＝ １－

１（ ）狆 （１－犺）
１
狆－２·

　　　　 狑０ １－（ ）犺 －
狕０

狆
－
狑０

狆［ ］犺 －

　　　　（１－犺）
１
狆－１ 狑０＋

狑０（ ）狆 （３８）

　　根据式（３６）～（３８），可以推导出


２狕犺

犺
２

犺＝犺

＝－ １－

狆狑
０
－狕

０

狆狑
０
＋狑（ ）０

１
狆－１

·

　　 狑０＋
狑０（ ）狆 ＝－ 狑０＋

狑０（ ）狆 ·

　　
狑０＋狕

０

狆狑
０
＋狑（ ）０

１
狆－１

＜０ （３９）

　　依据式（３９）和极值条件可以得出犺是式（３５）

的最大值点．

根据上述分析可以得出：在狆＞０的条件下，式

（３５）的最优解为

犺 ＝

狆狑
０
－狕

０

狆狑
０
＋狑

０
， 若狆狑

０
≥狕

０

０，
烅
烄

烆 其他

（４０）

其系统可靠性

狕犺


＝

狑０＋狕
０

狆狑
０
＋狑（ ）０

１
狆狆狑

０
＋狆狕

０

狆＋１
，若狆狑

０
≥狕

０

狕０，

烅

烄

烆 其他

（４１）

２　实例分析

将理论应用于质量功能展开的案例，讨论在不

同狆值下，依据系统可靠性最大的准则，获得顾客

需求（犆犚狊）和工程特性（犈犆狊）最优的函数关系．

２．１　相关说明

表１显示包装机的相关数据，其中，犆犚１－犆犚４

分别表示“提高炸药包装的质量”、“提高炸药包装的

效率”、“减少包装的噪音”和“增加机器的硬度”；

犈犆１－犈犆７分别表示“提高模型修剪的精度”、“提高

炸药包装的精密”、“增加炸药包装的控制力”、“增加

炸药包装的效率”、“增加压锤的硬度”、“减少凸轮电

力传输的噪音”和“减少机器床的高度”；犘狉狅犮 表示

第犮种产品，犮＝１，２，３，４，５；犆犚１，犆犚２，…，犆犚７的

单位分别为犿－２，犿－２，犖，狀狊－１，犎犚犆，犱犅，犿．

表１　包装机的相关数据

犜犪犫．１　犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵犱犪狋犪狊狅犳狋犺犲狆犪犮犽犻狀犵犿犪犮犺犻狀犲

变量 犈犆１ 犈犆２ 犈犆３ 犈犆４ 犈犆５ 犈犆６ 犈犆７ 犘狉狅１ 犘狉狅２ 犘狉狅３ 犘狉狅４ 犘狉狅５ 犕犻狀 犕犪狓

犆犚１ · · · ３．１ ４．０ ２．５ ３．３ ２．０ １ ５

犆犚２ · · · ３．１ ３．０ １．８ ２．９ ３．９ １ ５

犆犚３ · ２．２ ３．７ ４．３ １．８ ３．５ １ ５

犆犚４ · １．６ ３．７ ３．３ ３．７ ４．０ １ ５

犘狉狅１ １１ ７ ５８ ９０ ５５ ７５ １．９

犘狉狅２ ８ ６ ６５ ８５ ５０ ６８ １．７

犘狉狅３ １２ ９ ６０ ７０ ５０ ５５ １．８

犘狉狅４ ９ ８ ６２ ８０ ４５ ８０ １．７

犘狉狅５ １０ １０ ６５ ７５ ５５ ７０ １．６

犕犻狀 ６ ４ ５５ ６０ ４０ ５０ １．５

犕犪狓 １５ １２ ７０ １００ ６０ ９０ ２

　　注：表示两者之间的关系显著．

２．２　识别函数关系

如表２所示，当犺＝０时，利用犔犻狀犵狅软件求解

式（１０）中的线性规划，得到模糊系数犃
～０
犽犼＝

犪^犮犽犼，犪^
狊
犽（ ）犼（ ）０ 犔，犽＝１，２，３，４，犼＝０，１，…，７．如表３

所示，当狆＝１时，由式（９），（１３），（２０），（２１）得到４

个函数关系犳１，犳２，犳３ 和犳４ 的模糊性Δ狔～
０

犻犽 ，隶属

度（狔～^
　
犻犽（狔犻犽））

０，可靠性狕０犻犽，犽＝１，２，３，４．狕０犻犽表示

犺＝０时，狔～^
　
犻犽预测狔犻犽的可靠性．

根据式（４０）和式（４１）以及表３，将上述４个模

糊函数关系的最优犺 值，记为犺犽 （犽＝１，２，３，

４），有

（犺１，犺２，犺３，犺４）＝

　　（０．５，０．５，０．４１０３，０．５） （４２）

其系统可靠性

（狕犺

１ ，狕犺


２ ，狕犺


３ ，狕犺


４ ）＝

　　（９．８８４２，５．６５，１８．３２３０，４．６４２２）（４３）

因此，由表２和式（１５）可得，当犺＝犺犽 时，关于４个

函数关系的最优模糊系数如表４所示．

２２３
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表２　顾客需求（犆犚狊）和工程特性（犈犆狊）之间的函数关系（犺＝０）

犜犪犫．２　犉狌狀犮狋犻狅狀犪犾狉犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆狊犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲犮狌狊狋狅犿犲狉狉犲狇狌犻狉犲犿犲狀狋狊（犆犚狊）犪狀犱狋犺犲犲狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵

犮犺犪狉犪犮狋犲狉犻狊狋犻犮狊（犈犆狊）（犺＝０）

系数 狔１ 狔２ 狔３ 狔４

犡０ （０．３２１９，０．００００）犔 （０．００００，０．２３１４）犔

犡１ （１．７４４４，０．００００）犔 （０．００００，０．１５８７）犔 （１．４７２７，０．００００）犔

犡２ （３．０７４８，０．００００）犔

犡３ （０．００００，０．２７５２）犔 （１．６２０７，０．００００）犔

犡４ （１．９９６６，０．００００）犔

犡５ （１．３３５２，０．００００）犔 （０．５５６５，０．００００）犔

犡６ （０．３５４３，０．００００）犔 （０．００００，０．２２４５）犔 （４．０２１９，０．００００）犔 （１．３０１０，０．００００）犔

犡７ （０．００００，０．３０５７）犔 （２．３０４０，０．００００）犔 （３．５１９８，０．０７４５）犔

表３　犳１，犳２，犳３和犳４的对应结果（犺＝０，狆＝１）

犜犪犫．３　犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵狉犲狊狌犾狋狊狅犳犳１，犳２，犳３犪狀犱犳４（犺＝０，狆＝１）

犮

犳１

Δ狔～０

犻１ 狑０犻１ （狔～^　犻１（狔犻１））０

 狕０犻１

犳２

Δ狔～０

犻２ 狑０犻２ （狔～^　犻２（狔犻２））０

 狕０犻２

１ ０．０６１１ １６．３６６６ ０ ０ ０．１４０４ ７．１２２５ ０ ０

２ ０．１８３４ ５．４５２６ ０ ０ ０．３０７９ ３．２４７８ ０ ０

３ ０．１２２３ ８．１７６６ ０ ０ ０．２８８４ ３．４６７４ ０ ０

４ ０．１８３４ ５．４５２６ ０ ０ ０．１８５５ ５．３９０８ ０ ０

５ ０．２４４６ ４．０８８３ ０ ０ ０．２９６６ ３．３７１５ ０ ０

犮

犳３

Δ狔～０

犻３ 狑０犻３ （狔～^　犻３（狔犻３））０

 狕０犻３

犳４

Δ狔～０

犻４ 狑０犻４ （狔～^　犻４（狔犻４））０

 狕０犻４

１ ０．０６９８ １４．３２６６ ０ ０ ０．２４６３ ４．０６０１ ０ ０

２ ０．１２３８ ８．０７７５ ０ ０ ０．２７６１ ３．６２１９ ０ ０

３ ０．０５２４ １９．０８４０ ０ ０ ０．２６１２ ３．８２８５ ０ ０

４ ０．１０６３ ９．４０７３ ０ ０ ０．２７６１ ３．６２１９ ０ ０

５ ０．０８８９ １．７９６４ ０．８４０３ ９．４５２２ ０．２９１０ ３．４３６４ ０ ０

表４　顾客需求（犆犚狊）和工程特性（犈犆狊）之间的函数关系（犺＝犺犽，狆＝１）

犜犪犫．４　犉狌狀犮狋犻狅狀犪犾狉犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆狊犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲犮狌狊狋狅犿犲狉狉犲狇狌犻狉犲犿犲狀狋狊（犆犚狊）犪狀犱狋犺犲犲狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵

犮犺犪狉犪犮狋犲狉犻狊狋犻犮狊（犈犆狊）（犺＝犺犽，狆＝１）

系数 狔１ 狔２ 狔３ 狔４

犡０ （０．３２１９，０．００００）犔 （０．００００，０．４６２８）犔

犡１ （１．７４４４，０．００００）犔 （０．００００，０．２６９１）犔 （１．４７２７，０．００００）犔

犡２ （３．０７４８，０．００００）犔

犡３ （０．００００，０．５５０４）犔 （１．６２０７，０．００００）犔

犡４ （１．９９６６，０．００００）犔

犡５ （１．３３５２，０．００００）犔 （０．５５６５，０．００００）犔

犡６ （０．３５４３，０．００００）犔 （０．００００，０．４４９０）犔 （４．０２１９，０．００００）犔 （１．３０１０，０．００００）犔

犡７ （０．００００，０．６１１４）犔 （２．３０４０，０．００００）犔 （３．５１９８，０．１４９０）犔

２．３　犺值变化的相关分析

令狆＝１，当犺从０变化到１时，讨论模糊线性

回归结果狔～^
　犺
犻犽的模糊性Δ狔～

犺
犻犽，隶属度 狔～^

　
犻犽（狔犻犽（ ））犺、

可靠性狕犺犻犽和系统可靠性的变化规律．图２～５（见下

页）为函数犳
犺
１，犳

犺
２，犳

犺
３和犳

犺
４的参数变化．

图２（犪）～（犮）显示函数犳
犺
１，犳

犺
２，犳

犺
３和犳

犺
４的模

糊性Δ狔～
犺
犻犽，隶属度 狔～^

　
犻犽（狔犻犽（ ））犺，可靠性狕犺犻犽的变化

趋势．图２（犪）中的纵坐标为对数刻度，以便观察模

３２３
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糊性细微的变化．由表３和式（１６）可得，Δ狔～
犺
犻犽是犺

的严格递增的非线性函数，即

Δ狔～
犺
犻１＝ 狔^

狊
犻（ ）１ 犺

＝
１

１－犺
Δ狔～

０
犻１ （４４）

　　由表３可知，（狔～^
　
犻１（狔犻１））

０＝０，犻＝１，２，３，４，５，即

∑
狀

犼＝０

犪^犮犼狓１犼－狔犻１ ＝∑
狀

犼＝０

犪^狊１（ ）犼
０ 狓犻犼 （４５）

因此，当狆＝１，对于给定的犺 值，结合式（１６），

（１９），（２０）和（４５），推出狔～^
　
犻１（狔犻１）是犺 的线性函

数，即

图２　犳犺
１的参数随犺的变化图像

犉犻犵．２　犘犪狉犪犿犲狋犲狉犮犺犪狀犵犻狀犵狅犳犳
犺
１狑犻狋犺狉犲狊狆犲犮狋狋狅狋犺犲犺狏犪犾狌犲

（狔～^
　
犻１（狔犻１））

犺
＝１－

∑
狀

犼＝０

犪^犮犼狓１犼－狔犻１

∑
狀

犼＝０

犪^狊１（ ）犼
犺 狓犻犼

＝

１－
∑
狀

犼＝０

犪^犮犼狓１犼－狔犻１

１
１－犺∑

狀

犼＝０

犪^狊１（ ）犼
０ 狓犻犼

（４６）

　　由式（１３），（１６）和（４６）得，这５种产品的可靠性

狕犺犻１（犻＝１，２，３，４，５）为

狕犺犻１＝
狔～^
　
犻１（狔犻１）

Δ狔～犻１
＝

犺

Δ狔～
０
犻１

１－犺

＝
犺（１－犺）

Δ狔～
０
犻１

（４７）

　　从而如图２（犱）所示，得到模糊函数关系犳
犺
１的

系统可靠性随犺的变化规律．系统可靠性先严格递

增，后严格递减，在犺＝犺１ ＝０．５时，得到最大系统

可靠性

狕犺

１ ＝狕

０．５
１ ＝∑

５

犻＝１

狕０．５犻１ ＝

　　∑
５

犻＝１

０．５－０．５
２

Δ狔～
０
犻１

＝９．８８４２ （４８）

　　在函数关系犳
犺
２中，狔～^

　
２是犡４，犡５，犡７的函数．

由表２可知，第３个系数犃
～０
２３和第６个系数犃

～０
２６是模

糊系数，其他的系数都是清晰值．图３（犪）表明，模糊

性Δ狔～
犺
犻２（犻＝１，２，３，４，５）随着犺值的增加而增大，

当犺值接近于１时，模糊性将收敛于１，且犘狉狅２的

模糊性最大，犘狉狅１的模糊性最小．图３（犫）显示，５种

产品狔犻２的隶属度和犳
犺
１的类似，即（狔～^

　
犻２（狔犻２））

犺＝

４２３
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图３　犳犺
２的参数随犺的变化图像

犉犻犵．３　犘犪狉犪犿犲狋犲狉犮犺犪狀犵犻狀犵狅犳犳
犺
２狑犻狋犺狉犲狊狆犲犮狋狋狅狋犺犲犺狏犪犾狌犲

犺（犻＝１，２，３，４，５）．图３（犮）表示５种产品的可靠性，

其中，第２种产品的可靠性最小，第１种产品的可靠

性最大，验证了模糊性越大，可靠性越小的事实．函

数关系犳
犺
２的系统可靠性如图３（犱）所示，其形状类

似于犳
犺
１的系统可靠性，呈开口向下的抛物线．当

犺＝犺２ ＝０．５时，系统可靠性最大，是５．６５．

图４（犫）表明，函数关系犳
犺
３明显不同于犳

犺
１和

犳
犺
２的是隶属函数．由表 ３ 可知，（狔～^

　
犻３（狔犻３））

０ 是

０．８４０３，跟之前的不同．如图４（犮）所示，在犺从０

变化到１的过程中，（狔～^
　
犻３（狔犻３））

犺的图像一直位于其

他隶属度的上方，是所有产品中隶属度最大的，但它

的可靠性狕犺犻３并非一直都是最大的．而是关于犺的

严格递减函数，故隶属度与可靠性没有直接的相关

关系．犳
犺
３的系统可靠性呈抛物线型，最优犺值变成

犺３ ＝０．４１０３，不再是０．５０００，此时的最大系统可

靠性是１８．３２３０．

函数关系犳
犺
４类似于犳

犺
１和犳

犺
２．由表３可知，犳

犺
４

中对应于不同产品时的模糊性Δ狔～
０
犻４（犻＝１，２，３，４，

５），相差很小，但还是有细小差别，如图５（犪）所示．

图５（犫）表明，犳
犺
４中不同产品的隶属度跟前２个函数

关系的隶属度一样，是随犺值严格递增的线性函

数，即（狔～^
　
犻１（狔犻１））

犺＝（狔～^
　
犻２（狔犻２））

犺＝（狔～^
　
犻３（狔犻３））

犺＝

犺（犻＝１，２，３，４，５）．图５（犮）表明，犳
犺
４的可靠性是开

口向下的抛物线，当犺趋于１时，可靠性趋于０．由

图５（犱）可知，当犺４ ＝０．５０００时，犳
犺
４的系统可靠性

最大，是４．６４２２．

除了对函数关系犳
犺
１，犳

犺
２，犳

犺
３和犳

犺
４相关参数分

析外，在狆值给定的条件下，还可以得出以下结论：

当犺从０变化到１的过程中，Δ狔～
犺
犻犽（犻＝１，２，３，４，

５，犽＝１，２，３，４）的模糊性是犺的严格递增的非线性

函数，且增加得越来越快．当犺趋于１时，Δ狔～
犺
犻犽的

模糊性趋于１．其次，隶属度（狔～^
　
犻犽（狔犻犽））

犺是犺的严

格递增的线性函数．根据不同的清晰输入值，得到的

模糊线性回归模型的模糊性Δ狔～
犺
犻犽或隶属度

５２３
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图４　犳犺
３的参数随犺的变化图像

犉犻犵．４犘犪狉犪犿犲狋犲狉犮犺犪狀犵犻狀犵狅犳犳
犺
３狑犻狋犺狉犲狊狆犲犮狋狋狅狋犺犲犺狏犪犾狌犲

图５　犳犺
４的参数随犺的变化图像

犉犻犵．５　犘犪狉犪犿犲狋犲狉犮犺犪狀犵犻狀犵狅犳犳
犺
４狑犻狋犺狉犲狊狆犲犮狋狋狅狋犺犲犺狏犪犾狌犲

６２３
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图６　不同狆值时参数的变化

犉犻犵．６　犘犪狉犪犿犲狋犲狉犮犺犪狀犵犻狀犵狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋狆狏犪犾狌犲狊

（狔～^
　
犻犽（狔犻犽））

犺可能是不同的．可靠性狕犺犻犽不是犺的单

调函数，而是随犺先严格递增或递减，然后严格递

减至０．同时，模糊性越大，对应的可靠性越小．系统

的可靠性狕犺犽（犽＝１，２，３，４）是样本个体的各个可靠

性狕犺犻犽之和，函数关系犳
犺
１，犳

犺
２，犳

犺
３和犳

犺
４达到各自最

大系统可靠性时的最优犺值不完全相同．

２．４　对比分析

为了分析不同狆值下对应的模糊线性回归模

型的效果，分别对狆＝０．５，狆＝１和狆＝２的情况进

行研究．图６（犪）～（犱）显示，当样本数据对相同时，

不同狆值下，犳
犺
１，犳

犺
２，犳

犺
３和犳

犺
４的最优犺值、系统模

糊性、系统隶属度和系统可靠性的变化规律．

图６（犪）表明，犳
犺
１，犳

犺
２，犳

犺
３和犳

犺
４的最优犺值随

狆值的增加而增大，犳
犺
１，犳

犺
２和犳

犺
４的最优犺值相同，

犳
犺
３的最优犺值例外．如图６（犫）所示，犳

犺
１，犳

犺
２，犳

犺
３和

犳
犺
４最优犺值的系统模糊性是样本数据中个体模糊

性之和，随着狆值的增加而减小．在相同狆值下，

犳
犺
３对应于最优犺值的系统模糊性最小．图６（犮）表

明，犳
犺
１，犳

犺
２，犳

犺
３和犳

犺
４最优犺值的系统隶属度随狆

值的增加而增加，其变化趋势刚好与系统模糊性相

反．在相同狆值下，犳
犺
３对应的最优犺值的系统隶属

度最大．犳
犺
１，犳

犺
２，犳

犺
３和犳

犺
４最优犺值的系统可靠性

是样本数据中个体的可靠性之和，并随狆值的增加

而增加，其变化趋势与系统隶属度相同．当狆＝２，即

含有抛物型模糊数的模糊线性回归模型时，犳
犺
１，

犳
犺
２，犳

犺
３和犳

犺
４对应于最优犺值的系统可靠性最大，

如图６（犱）所示，分别是１５．２１７７，８．６９８７，２６．０２８６，

７．１４７１，比狆＝１时各自的系统可靠性提高了

５４．０％，５４．０％，４２．１％和５４．０％．

对称模糊数情况下的最优犺值随狆值的增加

而增大，与系统隶属度和系统可靠性的变化趋势一

致，与系统模糊性的变化趋势相反．当样本数据对一

定的情况下，狆＝２时得到的犳
犺
１，犳

犺
２，犳

犺
３和犳

犺
４的系

统可靠性最大，得到的模糊线性回归模型效果最好．

３　结　论

通过分析对称模糊数的线性回归模型，当隶属

函数含有参数狆时，考虑系统模糊性和系统隶属度

两个因素，根据系统可靠性最大的准则，推导选择最

优犺值的方法．将其理论应用到犙犉犇的实例中，判

断顾客需求与工程特性之间的函数关系，同时讨论

７２３
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不同狆值下相关参数的变化规律．当狆＝２时，即含

有抛物型模糊数的模糊线性回归模型的系统可靠性

最大，此时得到的模型更合理，有助于管理者作出正

确高效的决策．
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