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基于龙格库塔法解析双液体变焦透镜的初始特性

汤征洋，　彭润玲，　陈家璧，　庄松林
（上海理工大学 光电信息与计算机工程学院，上海　２０００９３）

摘要：双液体变焦透镜受电润湿效应驱动，其焦距的变化完全取决于两种液体之间接触面的变化．

通过犢犪狀犵方程推导得到描述接触面的微分方程并以此分析双液体变焦透镜内导电液体、绝缘液

体、容器内壁三者间的物理化学性质对初始接触面形貌及初始特性的影响．利用犕犪狋犾犪犫结合龙格

库塔法以数值解描述双液体变焦透镜的接触面特性，并且结合具体试剂的物理性质在犣犈犕犃犡中

模拟单透镜成像．最后在实验中对比验证得到，存在密度差的双液体变焦透镜接触面的面型为非球

面，且经过接触面形貌调制的双液体变焦透镜拥有更好的边缘成像质量，使得双液体变焦透镜在小

型化成像系统中有着巨大的应用前景．
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　第４期 汤征洋，等：基于龙格库塔法解析双液体变焦透镜的初始特性 　

　　当前光学系统对结构的要求越来越多地集中于

体积小型化，在此基础上对自变焦元器件的研究逐

渐加深，其中双液体变焦透镜是一个重要的研究方

向．双液体变焦透镜通过外接的电压变化，增加或降

低固－液张力，驱使液体接触面在初始面型基础上

产生形变，形成新的光学折射面．变化的接触面在相

同的高度具有变化的斜率，根据几何光学原理，光线

在变化的入射角度下，形成不同程度的折转，最终光

束的汇聚点在一定范围内产生前后位移，实现变焦．

因此，接触面的初始面型对透镜焦距的变化范围，及

变焦过程中成像的质量有着决定性作用．本文根据

接触面的微分方程，重点分析两种液体密度差对初

始面型及透镜初始焦距的影响．相比于等密度，球型

接触面的液体透镜和非球型接触面的液体透镜，受

顶点曲率半径、两种液体间密度差，以及固－液张力

的影响，接触面方程影响因子更丰富，面型变化更多

样，应用领域亦更广阔，使得双液体变焦透镜在小型

化光学系统中具有极大的前景．

１　双液体变焦透镜原理与结构

当两种性质不同的相态共存时，两者之间必然

产生一个界面．界面层的分子处于不均匀对称的力

场中，会显示出一些独特的性质，浸润作用便是其中

的一种［１－２］．例如当液体与固体接触时，在接触处会

形成一个约几个分子厚度的过渡区，其内部的分子

一方面受到本相内部相同物质分子的作用，另一方

面受到另一相中不同分子的作用，两种分子作用力

不能相互抵消，便会产生收缩或扩展的趋势．如图１

所示，浸润作用两两存在于液体、气体与固体三者之

间．这种情况下，当各个方向上的力达到平衡时，其

表面张力的关系可以用犢狅狌狀犵方程来描述，即

γ狊犵＝γ狊犾＋γ犾犵犮狅狊θ （１）

式中：γ狊犵为固－气间的张力；γ狊犾为固－液间的张力；

γ犾犵为液－气间的张力；θ为液－气表面与固体层间

的接触角大小．

图１　浸润作用

犉犻犵．１　犐犿犿犲狉狊犻狅狀犪犾狑犲狋狋犻狀犵

　　电润湿效应是一种表面物理化学现象，通过变

化外加在固－液表面的电压，控制液体在固体表面

的浸润性［３－４］．图２中的简易模型描述了在外加电

压犝作用下，导电液体与绝缘层间的浸润性发生改

变，即式（１）中固－液间的张力γ狊犾发生改变
［５］．此

时，三相接触点处形成新的力学平衡，使得固－液接

触角从θ过渡到θ０，可用式（２）表示．因为液滴总体

积恒定不变，故液滴的表面轮廓就由图２中实线变

成了虚线．

γ狊犵＝γ狊犾＋Δγ狊犾＋γ犾犵犮狅狊θ０ （２）

式中：Δγ狊犾为固－液张力在外加电压下的变化量；θ０

为液－气表面与固体层间新形成的接触角大小．

图２　电润湿现象

犉犻犵．２　犈犾犲犮狋狉狅狑犲狋狋犻狀犵

　　双液体透镜采用圆柱形金属管作为容器，这

样的结构可使液体间接触面的面型形成中心对称

的圆弧面，用几何方法实现光学的中心对称，固定

电极（金属管壁）亦可绕固定中心轴线形成环形对

称电场［６］．如图３所示，首先在圆管内壁形成绝缘

层，之后在圆管内封装互不相容的水溶性导电液

体和油性绝缘液体，两种液体折射率互不相同，其

结构类似于双胶合透镜，在材料确定的情况下焦

距完全取决于液体间界面的面型．导电液体、金属

外壁分别与外部电源相连，油性液体只与绝缘层

接触．由于浸润作用，两种不同液体间产生一个圆

弧面，称为双液体变焦透镜的初始接触面．当外部

电压发生变化时，接触角θ响应电润湿效应发生

变化，挤压绝缘液体，带动接触面发生形变．由于

两种液体的折射率不同，接触面的面型发生变化，

透镜的焦距发生改变，其过程等同于用若干焦距

不同的双胶合透镜相互替换．

图３　双液体变焦透镜原理

犉犻犵．３　犘狉犻狀犮犻狆犾犲狅犳犱狅狌犫犾犲犾犻狇狌犻犱犾犲狀狊

３５３
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２　双液体变焦透镜的面型解析

双液体变焦透镜的接触面是一个中心对称结构，

所以只需要一个过中心轴线截面的曲线方程即可描

述整个曲面，双液体透镜的接触面如图４所示．两种

液体的接触面关于狔轴对称，选取如图４所示的坐标

系，接触面中心截面上的曲线可用方程狔（狓）表示．

图４　双液体变焦透镜接触面

犉犻犵．４　犐狀狋犲狉犳犪犮犲狅犳犱狅狌犫犾犲犾犻狇狌犻犱犾犲狀狊

　　根据犔犪狆犾犪犮犲公式
［６－８］，液体接触面上任何一点

都满足方程

Δ犘＝γ１２
１
犚１
＋
１
犚（ ）
２

（３）

式中：Δ犘为接触面上任意点的上下压力差；γ１２为

两种液体接触面上的张力；犚１和犚２为接触面上任

意点的两个正交法平面与接触面的交线在该点上的

曲率半径．根据图４所示的曲线方程狔（狓），半径犚１

和犚２分别表示为

１
犚１
＝

狔′（狓）

狓１＋狔′（ ）狓［ ］２ １／２
（４）

１
犚２
＝

狔″（ ）狓
１＋狔′（ ）狓［ ］２ ３／２

（５）

式（４）～（５）中，狔′（狓），狔″（狓）分别为方程狔（狓）的

一阶导数和二阶导数．因为接触面关于狔轴中心对

称，故假设曲线顶点在（０，狔０）处，那么在曲线顶点

处由于对称性犚１与犚２相等，表示为犚０，且当容器

较小时顶点处曲率半径近似等于容器半口径．此时

在顶点处，上、下压力值分别为犘１０，犘２０，并且顶点

处的犔犪狆犾犪犮犲方程表示为

犘１０－犘２０＝
２γ１２
犚０

（６）

　　根据液体压力公式，曲线狔（狓）上每一点上下

压力犘１和犘２都随狔方向成线性变化关系，则

犘１＝犘１０－ρ１犵（狔０－狔） （７）

犘２＝犘２０－ρ２犵狔０－（ ）狔 （８）

式（７）～（８）中，ρ１和ρ２分别表示两种液体的密度，

犵为重力加速度，因此任意点上下压力差可以表

示为

Δ犘＝犘１－犘２＝犘１０－犘２０－

（ρ１－ρ２）犵（狔０－狔） （９）

联立式（３）～（６）和式（９），得到曲线狔（狓）的微分方

程为

１
狓

狔′（狓）

１＋狔′（狓）［ ］２ １／２＋
狔″（狓）

１＋狔′（狓）［ ］２ ３／２＝

２
犚０
－
Δρ犵
γ１２
（狔０－狔） （１０）

３　龙格库塔法求解液体接触面

为了求解式（１０）的微分方程，引入弧长变量狊，

表示曲线上任意点离开曲线顶点的距离［９－１０］；角度

φ，表示任意点处切线与水平方向的夹角．如图４所

示，根据三角关系，直角坐标系参数狓和狔分别与

弧长狊、角度φ有如下关系：

犱狓
犱狊
＝犮狅狊φ（狊） （１１）

犱狔
犱狊
＝－狊犻狀φ（狊） （１２）

　　联立式（１０）～（１２），得到曲线化简的一阶微分

方程为

φ′（）狊 ＝－
狊犻狀φ（狊）

狓（狊）
＋

　　
２
犚０
－
Δρ犵
γ１２
（狔０－狔（狊）） （１３）

式中，φ′（）狊 是角度φ对弧长狊的导数．经过替换之

后，原来用于描述接触面的二阶微分方程（１０）化简

成式（１３）所示的一阶微分方程，并且满足初始条件

φ（）０ ＝０．式（１３）虽然化简成了一阶微分方程，但依

然不能直接推导得到接触面方程的解析解，因此需

要根据确定的常数项和初值求解微分方程的数值

解，具体方法是利用差商代替导数使方程离散化，继

而依次求得各个点的坐标值．对于微分方程（１３）有

如下关系：

φ′＝犳狊，（ ）φ

φ狊（ ）０ ＝｛ ０
，狊∈［０，犪］ （１４）

犪为接触面过中心截面的半弧长，若在点狊狀处列出

该点方程，并用差商

φ狊狀＋（ ）１ －φ（狊狀）

犺
（１５）

代替φ′（狊狀），结果近似有

φ（狊狀＋１）＝φ（狊狀）＋犺犳（狊狀，φ（狊狀）），

４５３
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狀＝０，１，２，… （１６）

式中：犺＝狊狀＋１－狊狀 为步长；犓＝犳（狊狀，φ（狊狀））为

区间［φ狀，φ狀＋１］上的平均斜率．在此基础上，引入四

阶龙格库塔法对平均斜率犓提供一种算法，用以提

高计算精度．

龙格库塔法的设计思想是在相邻的两个点犛狀

和犛狀＋１之间多预报几个点的斜率值犓１，犓２，犓３，

犓４，然后将这几个斜率按照一定的方式加权平均，

其结果作为最终的平均斜率犓 的近似值
［１１］．接触

面方程的四阶龙格库塔表达式如下：

犓１＝犳（狊狀，φ狀） （１７）

犓２＝犳狊狀＋１２，φ狀＋
犺犓１（ ）２

（１８）

犓３＝犳狊狀＋１２，φ狀＋
犺犓２（ ）２

（１９）

犓４＝犳（狊狀＋１，φ狀＋犺犓３） （２０）

φ狀＋１＝φ狀＋
犺［犓１＋２犓２＋２犓３＋犓４］

６
（２１）

　　如设定容器内口径为１０犿犿，并将式（１３），

（１７）～（２１）在犕犪狋犾犪犫中实现
［１２］，结果如图５所示．

图中：红线代表密度差为０的情况（Δρ犵
γ１２
＝０）；蓝线

代表密度差不为０的情况（Δρ犵
γ１２
＝０．１）．

图５　龙格库塔法模拟接触面

犉犻犵．５　犛犻犿狌犾犪狋犻狏犲犻狀狋犲狉犳犪犮犲犫犪狊犲犱狅狀

犚狌狀犵犲犓狌狋狋犪犿犲狋犺狅犱

　　根据图５可以得到：当双液体变焦透镜的密度

差为０时，接触面为球面；当双液体变焦透镜的两种

液体间存在密度差时，接触面呈现非球面，并且距离

对称轴越远则偏离球面越多．

４　双液体变焦透镜的实验分析

双液体变焦透镜在容器内封装等量的导电液体

和绝缘液体，绝缘液体密度固定不变，导电液体的密

度可任意调配．实验中选取内直径为１０犿犿，高度为

１０犿犿的玻璃圆管作为容器，方便观察初始面型的变

化．另外选取绝缘液体溴代十二烷（折射率１．４５８０，

密度１．０３７５犵／犮犿３）和导电液体硫酸钠溶液（折射

率１．３３９４，密度可调）．双液体变焦透镜的初始结构

及其性能可分为密度相等和密度不等两种情况．

４．１　密度相等的双液体变焦透镜

图６（犪）中的竖线为双液体变焦透镜的中心对

称线，由于两种液体等量封装，故图中灰色面积应与

蓝色面积相等．根据几何关系可以得到液体接触面

顶点偏离中心对称线的距离犱为

犱＝犚（１－
π
４
） （２２）

犚＝５犿犿为容器的半口径，此时犱＝１．０７３犿犿．图

６（犫）为密度相同的双液体变焦透镜的实物图．

图６　球形接触面透镜结构分析

犉犻犵．６　犃狀犪犾狔狊犻狊狅狀狋犺犲犾犲狀狊狊狋狉狌犮狋狌狉犲狑犻狋犺

狊狆犺犲狉犻犮犪犾狊狌狉犳犪犮犲

　　根据选取液体的物理性质及接触面的面型在

犣犈犕犃犡中模拟成像结果（见图７（犪）），透镜焦距为

４２．１５犿犿，弥散斑直径为５．８犿犿，中心光束成像较

好，但是边缘处存在明显相差．其实际成像效果如图

７（犫）所示．

图７　球形接触面透镜成像分析

犉犻犵．７　犃狀犪犾狔狊犻狊狅狀狋犺犲犾犲狀狊犻犿犪犵犻狀犵狑犻狋犺

狊狆犺犲狉犻犮犪犾狊狌狉犳犪犮犲

４．２　密度不等的双液体变焦透镜

当两种液体密度不同时，双液体变焦透镜的液体

接触面上各个点承受的力均与球面时不同，其斜率亦

不相同，从而形成一个非球面型，如图８（犪）所示（见下

页）．黑色参考曲线为标准球面，红色曲线为非球面的

５５３



　　　　　　　 上 海 理 工 大 学 学 报 ２０１６年 第３８卷　

接触面，由于两种液体的体积相同，灰色区域面积与

蓝色区域面积相同．此时的顶点位置相对球面顶点的

位移量无法由公式求得，需通过龙格库塔法得到的坐

标值将各个面积微元求和并除以容器内直径后获得．

实验中，将硫酸钠溶液配制到一定浓度使得式（１３）中

的常数项Δρ犵
γ１２
＝０．１，则犱′＝０．１３６７犿犿，此时非球面

的顶点在距离中心对称线０．９３６３犿犿处．图８（犫）为

密度不同的双液体变焦透镜的实物图．

图８　非球形接触面透镜结构分析

犉犻犵．８　犃狀犪犾狔狊犻狊狅狀狋犺犲犾犲狀狊狊狋狉狌犮狋狌狉犲狑犻狋犺

狀狅狀狊狆犺犲狉犻犮犪犾狊狌狉犳犪犮犲

　　根据选取液体的物理性质及接触面的面型在

犣犈犕犃犡中模拟成像结果（见图９（犪）），相比球面时，

边缘光线的相差变小，整体成像质量更好了，而焦距

变化至４４．４５犿犿，弥散斑直径减小至０．２犿犿．其

实际成像效果如图９（犫）所示．

图９　非球形接触面透镜成像分析

犉犻犵．９　犃狀犪犾狔狊犻狊狅狀狋犺犲犾犲狀狊犻犿犪犵犻狀犵狑犻狋犺

狀狅狀狊狆犺犲狉犻犮犪犾狊狌狉犳犪犮犲

　　通过对比得到，非球面的双液体变焦透镜通过

改变导电液体的密度，可以变化初始接触面的曲率

并调制透镜焦距，其初始状态的边缘光线成像质量

更好，液体透镜拥有很高的灵活性．

５　结　论

通过理论分析和实验对比可得，初始状态下的

双液体变焦透镜，当液体间存在密度差时，接触面的

面型为偏离球面的一个非球面，其偏移量可以根据

所选溶液间的张力与密度差进行调制，为双液体变

焦透镜的接触面提供了更大的选择范围，并使得双

液体变焦透镜的应用面更广阔．非球面的双液体变

焦透镜在中心近轴的区域成像质量与球面液体透镜

相差不大，但是在接触面边缘的地方有着明显的不

同，其球差更小，相应的弥散斑更小，成像质量明显

优于球面液体透镜．在后续的系统设计中，基于非球

面的双液体变焦透镜很大程度上减小了光学系统设

计难度，且给予无机械变焦系统更好的光学性能．
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