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极大值函数犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻计算的新算法

宋林森，　高　岩
（上海理工大学 管理学院，上海　２０００９３）

摘要：基于计算犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻在非光滑优化数值方法中的必要性，针对一类非光滑函数———

极大值函数进行研究，通过对一不等式系统具备特定形式解所需条件的考虑，给出了计算此类函数

犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻中一个元素的新方法．数值试验表明，与以往算法相比，该算法减小了计算量、简

单易行、容易实现．
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　　非光滑优化是最优化理论与方法中的一个重要

分支，在经济计划、工程设计、交通运输及生产管理

等方面都有着广泛的应用．在非光滑优化问题中，由

于目标函数或约束函数不具备连续可微的性质，传

统的基于微分概念的优化理论和方法已经不再适

用．２０世纪７０年代，作为对连续可微函数梯度概念

的推广，犆犾犪狉犽犲针对局部犔犻狆狊犮犺犻狋狕函数首次提出了

广义梯度的概念［１］，并随之推广产生了有限维向量

值局部犔犻狆狊犮犺犻狋狕函数犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻的定义形

式．自此，以犔犻狆狊犮犺犻狋狕函数为主的非光滑分析与优

化理论逐步完备并成为了一个独立的研究方向．

目前，针对非光滑优化问题已形成许多有效的

算法［２－７］．然而，在非光滑优化问题和非光滑方程组

的非光滑数值方法中，犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻的计算仍
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是必须的子算法，它可用来保证算法是可执行的．例

如，在求解非光滑方程的半光滑牛顿法中，需要计算

函数在当前点犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻中的一个元素以

产生下一步迭代点；在非光滑优化约束方法中需要通

过计算来搜集犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻中的元素才能进一

步获取下降方向等．但是，在通常情况下，一般类局部

犔犻狆狊犮犺犻狋狕函数的犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻目前还无法算出，

对其研究仅限于一些特殊的函数类型，如分片光滑函

数［８－１１］、投影函数［１２］、上图正可达函数［１３］等．

考虑极大值函数

犳（狓）＝（犿犪狓
犼∈犑１
犳１犼（狓），犿犪狓

犼∈犑２
犳２犼（狓），…，犿犪狓

犼∈犑犿
犳犿犼（狓））

式中：狓∈瓗狀；犑犻 为有限指标集；犳犻犼：瓗
狀
→瓗为连

续可微函数．

文献［８－１０］对此类函数的犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻

进行了研究．文献［８］中提出了通过判断不等式组是

否相容来确定此类函数广义犑犪犮狅犫犻中一个元素的方

法，但由于在实际问题中，这种算法往往需要对较多

个不等式组进行判断，计算量过大．文献［９－１０］分

别对算法进行了改进并提高了计算效率．本文通过

对一不等式系统具备特殊形式解所需条件的考虑，

给出了向量极大值函数犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻中一个

元素的新算法及其合理性证明．数值试验表明，与文

献［９－１０］中的算法相比，本文算法的计算量更小，

甚至在指标集中元素充分有限的情况下，可以通过

观察直接得出其中的一个元素，简单易行．

１　算法及有关定理

局部 犔犻狆狊犮犺犻狋狕函数 犳（狓）＝ （犳１（狓），…，

犳犿（狓））
犜，其中，狓∈瓗狀，犳犻：瓗

狀
→瓗，在任意点狓′处

的犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻定义为该函数在该点犅微分

犅犳（狓′）的凸包，可记为犳（狓′）．其中，犅犳（狓′）＝

｛犾犻犿犑犳（狓犻）／狓犻→狓′，狓犻Ω犳｝，Ω犳 为瓗
狀 中犳（狓）

所有不可微点组成的集合［１４］．

现给出计算极大值函数犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻的

算法及相关定理．

首先，对于任意给定点狓∈瓗狀，定义如下指

标集：

犑犻（狓）＝｛犼∈犑犻／犳犻犼（狓）＝犿犪狓
犽∈犑犻

　犳犻犽（狓）｝

犜０犻（狓）＝犑犻（狓）

犜１犻（狓）＝｛犽∈犜
０
犻（狓）／ 犳犻犽（狓）

犜犲１＝

犿犪狓
犼∈犜

０
犻
（狓）
犳犻犼（狓）

犜犲１｝

犜２犻（狓）＝｛犽∈犜
１
犻（狓）／ 犳犻犽（狓）

犜犲２＝

犿犪狓
犼∈犜

１
犻
（狓）
犳犻犼（狓）

犜犲２｝



犜狀犻（狓）＝｛犽∈犜犻
狀－１（狓）／ 犳犻犽（狓）

犜犲狀 ＝

犿犪狓
犼∈犜犻

狀－１（狓）
犳犻犼（狓）

犜犲狀｝ （１）

其中，犻＝１，２，…，犿，犲犼＝（０，…，１
犼－狋犺
，…，０）犜．

显然，上述指标集具备如下性质：

犪．犜狀犻（狓）犜狀－１犻 （狓）…犜０犻（狓）＝犑犻（狓）

犫．若犽∈犜犼
－１
犻 （狓）＼犜犼犻（狓），狋∈犜犼犻（狓），有

犳犻犽（狓）
犜犲犾 ＝ 犳犻狋（狓）

犜犲犾，１≤犾≤犼－１，犼＞１

犳犻狋（狓）
犜犲犼＞ 犳犻犽（狓）

犜犲犼 （２）

　　犮．若犽，狋∈犜狀犻（狓），必有 犳犻犽（狓）＝ 犳犻狋（狓），

且存在犼∈犜
狀
犻（狓），有犼∈犑

—

犻（狓）．

引理１
［１４］
　假设存在指标集犼１∈犑

—

１（狓），…，

犼犿∈犑
—

犿（狓），使得其对应的不等式系统犔犼１…犼犿（狓）

相容，则有ξ＝（ 犳１犼１（狓），…， 犳犿犼犿 （狓））
犜
∈

犅犳（狓）犳（狓）．

引理１中的犑
—

犻（狓），犻＝１，２，…，犿 满足下面性

质的指标集［１４］：

犑
—

犻（狓）犑犻（狓），犻＝１，２，…，犿

犳犻犼（狓）≠ 犳犻犽（狓），犼，犽∈犑
—

犻（狓），

　犼≠犽，犻＝１，２，…，犿

狋犻∈犑犻（狓），犽犻∈犑
—

犻（狓），使得

　 犳犻狋犻（狓）＝ 犳犻犽犻（狓），犻＝１，２，…，

烅

烄

烆 犿

（３）

　　引理１中的不等式系统犔犼１…犼犿（狓）为

（犳１犽１（狓）－ 犳１犼１（狓））
犜
狔＜０，

　　犽１∈犑
—

１（狓）＼犼｛ ｝１

（犳２犽２（狓）－ 犳２犼２（狓））
犜
狔＜０，

　　犽１∈犑
—

２（狓）＼犼｛ ｝２

　　　　　　

（犳犿犽犿（狓）－ 犳犿犼犿（狓））
犜
狔＜０，

　　犽犿 ∈犑
—

犿（狓）＼犼｛ ｝

烅

烄

烆 犿

（４）

　　容易看出，系统犔犼１…犼犿（狓）是具有狀个变量和

∑
犿

犻＝１

（犮犪狉犱犑犻（狓）－１）个不等式的严格不等式组．

引理２　对于任意犻∈瓔＋且１≤犻≤犿，总存在

狆犻∈瓔
＋，使得 犜狆犻犻 为单点集或犜狀犻 为多点集，其

中，１≤狆犻≤狀．

证明　先证犑犻（狓）＼犑
—

犻（狓）＝，即犑犻（狓）＝

犑
—

犻（狓）的情形．这时，必然存在 狆犻∈瓔
＋，使得

０１４
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犜
狆犻
犻
（狓）为单点集．否则，设存在不同的指标狋１，狋２

同时属于犜狀犻（狓），则由式（１）的犜狀犻（狓）的定义及其

性质犪，必有 犳犻狋１（狓）＝ 犳犻狋２（狓），且狋１，狋２同时属

于犑
—

犻（狓）．但是，结合式（３）可知，这是不可能的．再

证犑犻（狓）＼犑
—

犻（狓）≠的情形．一方面，由于犑犻（狓）＼

犑
—

犻（狓）≠，至少存在下指标狋１ 属于犑犻（狓）但不属

于犑
—

犻（狓）；另一方面，结合犑
—

犻（狓）的性质，必然存在

另一下指标狋２ 属于犑
—

犻（狓），并且有 犳犻狋１（狓）＝

犳犻狋２（狓）．于是，结合式（１）的犜
狀
犻（狓）的定义可得，

狋１，狋２同属于犜狀犻（狓），也即犜狀犻（狓）为多点集．结论

成立．

引理３　对于任意狆犻∈瓔
＋且１≤狆犻≤狀，如果

犼犻∈犜狆犻犻 ，犜狆犻犻 为单点集或狆犻＝狀，总有

犳犻犽犻（狓）－ 犳犻犼犻（狓）＝（０，…，

α狇犻，α狇犻＋１，…，α狀）
犜 （５）

成立，其中，犪狇犻＜０，犽犻∈犑
—

犻（狓）＼犼｛ ｝犻 ，１≤狇犻≤狀．

证明　首先，如果犜狆犻犻 为单点集，由式（１）的

犜狆犻犻 的定义可知，对于任意犽犻∈犑犻（狓）＼犼｛ ｝犻 ，必有

犳犻犼犻（狓）≠ 犳犻犽犻（狓）．因此，犼犻∈犑
—

犻（狓）；若犜狀犻 为多

点集，不失一般性，不妨设 犼犻，…，犼′｛ ｝犻 ＝犜狀犻（狓），同

样，由式（１）的犜狆犻犻 （狓）的定义可知，犳犻犼犻（狓）＝…＝

犳犻犼′犻（狓），且对于任意犽犻犜
狀
犻，必有 犳犻犼犻（狓）≠

犳犻犽犻（狓）．因此，一定存在犼犻∈犜
狀
犻（狓）满足犼犻∈

犑
—

犻（狓），且有犑
—

犻（狓）＼犼｛ ｝犻 ＝犑
—

犻（狓）＼犜狀犻（狓｛ ｝）．

现证明对于任意 犽犻∈犑
—

犻（狓）＼ 犼｛ ｝犻 ，总有

犳犻犽犻（狓）－ 犳犻犼犻（狓）＝（０，…，α狇犻，α狇犻＋１，…，α狀）
犜

成立，其中，１≤狇犻≤狀．考虑犑
—

犻（狓）的性质，对于任

意犽犻∈犑
—

犻（狓）＼犼｛ ｝犻 ，必定存在狇犻∈瓔
＋，使得犽犻∈

犜犻狇犻－１＼犜犻狇犻，进一步，可以得到

犳犻犽犻 （狓）
犜犲犾 ＝ 犳犻犼犻 （狓）

犜犲犾，

１≤犾≤狇犻－１，狇犻＞１

犳犻犼犻 （狓）
犜犲狇犻 ＞ 犳犻犽犻 （狓）

犜犲狇犻
也即

犳犻犽犻 （狓）
犜犲犾 ＝ 犳犻犼犻 （狓）

犜犲犾，

１≤犾≤狇犻－１，狇犻＞１

犳犻犽犻 （狓）
犜犲狇犻 － 犳犻犼犻 （狓）

犜犲狇犻 ＜０

于是，犳犻犽犻（狓）－ 犳犻犼犻（狓）＝（０，…，α狇犻，α狇犻＋１，…，

α狀）犜，其中，犪狇犻＜０，结论成立．

现给出本文的主要结论（定理１）．

定理１　对于任意犻∈瓔＋且１≤犻≤犿，如果

犼１∈犜狆１１ （狓），…，犼犿∈犜狆犿犿 （狓），则

ξ＝（犳１犼１（狓），…，犳犿犼犿（狓））
犜
∈

犅犳（狓）犳（狓）

其中，犜狆犻犻 为单点集或狆犻＝狀．

证明　为方便起见，当犼犻∈犜狆犻犻 时，由引理３，

先记

犳犻犽犻（狓）－ 犳犻犼犻（狓）：＝

　　（０，…，α狇犻，α狇犻＋１，…，α狀）
犜

这时，由于犪狇犻＜０，必存在ε犻＞０，使得犪狇犻＜－ε犻．

现分两部分证明．

首先证明不等式系统犔犼１…犼犿（狓）中第犻个不等

式存在解狔犻＝（λ犻１，λ犻２，…，λ犻狀）犜，其中，狔犻 满足下

面性质：

犪．λ犻犽≥０，其中，１≤犽≤狀；

犫．
λ犻（狋＋１）

λ犻狋
＜
ε犻
犕犻＋ε犻

，其中，犕犻＝ 犿犪狓
狇犻≤狇犼≤狀

犪狇｛ ｝
犼
．

考虑不等式（犳犻犽犻（狓）－ 犳犻犼犻（狓））
犜
狔＜０，其

中，犽犻∈犑
—

犻（狓）＼犼｛ ｝犻 ．

因为

（犳犻犽犻（狓）－ 犳犻犼犻（狓））
犜
狔犻 ＝λ犻狇犻犪狇犻＋

　　∑
狀

狋＝狇犻＋１

λ犻狋犪狋≤λ犻狇犻犪狇犻＋ ∑
狀

狋＝狇犻＋１

λ犻狋 犪狋 ≤

　　λ犻狇犻犪狇犻＋犕犻λ犻狇犻 ∑
狀

狋＝狇犻＋１

λ犻狋
λ犻狇犻

≤

　　λ犻狇犻犪狇犻＋犕犻λ犻狇犻 ∑
狀

狋＝狇犻＋１

ε犻
犕犻＋ε（ ）

犻

狋－狇犻

≤

　　λ犻狇犻犪狇犼＋犕犻λ犻狇犻
ε犻
犕犻
≤λ犻狇犻（犪狇犻＋ε犻）＜０

所以，犳犻＝（λ犻１，λ犻２，…，λ犻狀）犜是不等式（犳犻犽犻（狓）－

犳犻犼犻（狓））
犜
狔＜０的一个解．

类似地，可以证明，如果犼１∈犜狆１１ （狓），…，犼犿∈

犜狆犿犿 （狓），其对应不等式系统犔犼１…犼犿（狓）中任意不等

式均存在满足性质犪和性质犫的解．

现证明犼１∈犜狆１１ （狓），…，犼犿∈犜狆犿犿 （狓）时，不等

式系统犔犼１…犼犿（狓）相容，其中，犜
狆犻
犻 为单点集或狆犻＝

狀．事实上，考虑向量狔
—
＝（λ１，λ２，…，λ狀）犜，其中，

λ犻≥０，
λ犻＋１
λ犻
＜
ε
犕＋ε

，犕＝犿犪狓
１≤犻≤犿

犕犻，ε＝犿犻狀
１≤犻≤犿

ε犻．

因为

（犳犻犽犻（狓）－ 犳犻犼犻（狓））
犜
狔
—

≤λ犻狇犻犪狇犻＋

　　犕犻λ狇犻 ∑
狀

狋＝狇犻＋１

λ狋
λ狇犻
≤λ狇犻犪狇犻＋

　　犕λ狇犻 ∑
狀

狋＝狇犻＋１

ε犻
犕＋（ ）ε

狋－狇犻

≤λ狇犻犪狇犼＋

１１４
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　　犕λ狇犻
ε犻
犕
≤λ狇犻（犪狇犻＋ε犻）＜０

所以，当犼１∈犜狆１１ （狓），…，犼犿∈犜狆犿犿 （狓）时，其为对

应不等式系统犔犼１…犼犿（狓）的解．进一步结合引理１，

有ξ＝（ 犳１犼１（狓），…， 犳犿犼犿 （狓））
犜
∈犅犳（狓）

犳（狓），结论得证．

由定理１可知，寻求极大值函数犳（狓）在某点狓

处犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻中元素ξ的关键在于确定指

标集犜犻
狆犻．特别地，若犜犻

狆犻为单点集，只需选出其中

元素犼犻；若犜犻
狀为多点集，由于对任意的犼犻，犼′犻∈

犜犻
狀（狓），总有 犳犻犼犻 （狓）＝ 犳犻犼′犻 （狓），若ξ＝

（犳１犼１（狓），…，犳犻犼犻（狓）…，犳犿犼犿（狓））∈犳（狓），必

有ξ＝（犳１犼１（狓），…，犳犻犼′犻（狓），…，犳犿犼犿（狓））∈

犳（狓），因此，只需从集合犜
狀
犻（狓）中任意选取一个元

素即可．

结合定理１，给出计算函数犳（狓）在狓处犆犾犪狉犽犲

广义犑犪犮狅犫犻中一个元素算法的具体步骤：

步骤１　计算梯度 犳犻犼（狓），犼∈犑犻（狓），犻＝１，２，

…，犿；

步骤 ２　 依次确定指标集 犜
狆１
１
（狓），…，

犜
狆犿
犿
（狓）．若犜犘犻犻 （狓）为单点集，选出其中元素犼犻；否

则，计算犜狀犻，选取其中任意元素作为下指标犼犻；

步骤３　计算ξ＝（犳１犼１（狓），…，犳犿犼犿（狓））
犜．

由于在式（１）中 犳犻犼犻（狓）
犜犲犾 表示的是向量

犳犻犼犻（狓）中的第犾个坐标，因此，在 犳犻犼犻（狓）确定的

情况下，可以不需要计算，直接观察得出算法步骤２

中的指标集犜狆犼犼 （狓）．

２　数值试验

在相同的犕犪狋犾犪犫２０１０犪运行环境下，现通过一

个例子将本文算法与文献［９－１０］中提出的算法进

行对比．为方便起见，在进行数值试验时，将文献

［９－１０］中的算法分别记为算法１和算法２，本文算

法记为算法３．

例　已知

犳（狓）＝（犿犪狓
犼＝１，２，３，４

犳１犼（狓），犿犪狓
犼＝１，２，３，４

犳２犼（狓），

犿犪狓
犼＝１，２，３，４

犳３犼（狓），犿犪狓
犼＝１，２，３，４

犳４犼（狓））

其中，狓＝（狓１，狓２，狓３，狓４）犜

犳１１（狓）＝狓１－１，犳１２（狓）＝狓２，犳１３＝狓３＋１

犳１４＝狓４，犳２１（狓）＝２狓１＋狓
２
２

犳２２（狓）＝狓
２
３＋２狓２＋１，犳２３＝狓

２
４＋２狓３＋４

犳２４＝狓３狓４＋２，犳３１（狓）＝狓
２
１＋２狓

２
２＋狓３狓４

犳３２（狓）＝狓
２
３＋２狓

２
４＋狓１狓２

犳３３（狓）＝狓
２
３＋狓

２
４＋狓１狓４＋狓２

犳３４（狓）＝狓
２
１＋２狓

２
３＋３狓

２
４＋２狓１狓３＋狓２

犳４１（狓）＝３狓
２
１＋狓

２
２＋３狓

２
３＋狓

２
４＋１

犳４２（狓）＝２狓
２
１－３狓

２
２＋３狓

２
３＋４狓

２
４＋２

犳４３（狓）＝狓
２
１＋３狓

２
２＋２狓

２
３＋５狓

２
４－２狓１狓３＋２

犳４４（狓）＝２狓
２
１＋５狓

２
２＋３狓

２
３＋狓

２
４＋２

　　以狓１＝（１，０，－１，０）犜 为例，给出犳（狓１）中一

个元素的具体计算方法．

犪．通过计算犳犻犼（狓）在狓１处的函数值确定指标

集犑１（狓１）＝｛１，２，３，４｝，犑２（狓１）＝｛１，２，３，４｝，

犑３（狓１）＝｛１，２，３，４｝和犑４（狓１）＝｛１，２，３，４｝．计算

梯度

犳１１（狓１）＝（１，０，０，０）
犜

犳１２（狓１）＝（０，１，０，０）
犜

犳１３（狓１）＝（０，０，１，０）
犜

犳１４（狓１）＝（０，０，０，１）
犜

犳２１（狓１）＝（２，０，０，０）
犜

犳２２（狓１）＝（０，２，－２，０）
犜

犳２３（狓１）＝（０，０，２，０）
犜

犳２４（狓１）＝（０，０，０，－１）
犜

犳３１（狓１）＝（２，０，０，－１）
犜

犳３２（狓１）＝（０，１，－２，０）
犜

犳３３（狓１）＝（０，１，－２，１）
犜

犳３４（狓１）＝（０，１，－２，０）
犜

犳４１（狓１）＝（６，０，－６，０）
犜

犳４２（狓１）＝（４，０，－６，０）
犜

犳４３（狓１）＝（４，０，－６，０）
犜

犳４４（狓１）＝（４，０，－６，０）
犜

　　犫．确定指标集犜
０
１（狓１）＝｛１，２，３，４｝，犜１１（狓１）＝

｛１｝，犜０２（狓１）＝｛１，２，３，４｝，犜１２（狓１）＝｛１｝，犜０３（狓１）＝

｛１，２，３，４｝，犜１３（狓１）＝｛１｝．犜０４（狓１）＝｛１，２，３，４｝，犜１４

（狓１）＝｛１｝．事实上，本例中，由于犜１犻（狓０）为单点集，

依次取狆１＝狆２＝狆３＝狆４＝１．

犮．结合定理１，可知

ξ＝

１ ０ ０ ０

２ ０ ０ ０

２ ０ ０ －１

６ ０ －

烄

烆

烌

烎６ ０

∈犳犅（狓１）犳（狓１）

　　表１给出了计算犳（狓１）中１个元素时３种算

法所需的基本运算次数．其中，表中“乘法”指的是算

法运行中所需要的乘法运算；“比较”指的是算法运

行中梯度的模及各元素坐标大小之间的对比．

２１４
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表２给出了３种算法在５个不同点处计算

犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻元素所需的犆犘犝时间，其中，

狓１＝（１，０，－１，０）犜，狓２＝（１，０，－１，１）犜，狓３＝（１，０，

０，－１）犜，狓４＝（２，１，－１，０）犜，狓５＝（２，１，０，１）犜．

从表１可以看出，算法２和算法３较算法１减

少了乘法运算，算法３所需“比较”次数明显少于算

法２．从表２中不同算法的犆犘犝运行时间来看，算法

３在５个不同点处的犆犘犝运行时间较算法１和算法

２都普遍减少，计算效率普遍提高．
表１　３种算法的基本运算次数

犜犪犫．１　犅犪狊犻犮狅狆犲狉犪狋犻狅狀狋犻犿犲狊狅犳狋犺狉犲犲犪犾犵狅狉犻狋犺犿狊

基本运算 算法１ 算法２ 算法３

乘法 １４ ０ ０

比较 ４０ ５２ ３６

表２　不同算法在不同点处的犆犘犝时间

犜犪犫．２　犆犘犝狋犻犿犲狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋犪犾犵狅狉犻狋犺犿狊犪狋犱犻犳犳犲狉犲狀狋狆狅犻狀狋狊 狊　

算法 狓１ 狓２ 狓３ 狓４ 狓５

算法１ ０．７７７１８４ ０．７７３４９７ ０．７９２７０４ ０．８１１４９５ ０．８２３２５５

算法２ ０．７７９６２０ ０．７１３８６１ ０．７２４２５６ ０．７４１８６５ ０．７５１７７０

算法３ ０．７４５９７７ ０．７０３２３８ ０．７１６７６６ ０．７２７８６５ ０．７３６４２４

３　结　论

从不等式系统犔犼１…犼犿（狓）一个确定解的形式入

手，给出了下指标犼犻的选取方式，进而得到了极大

值函数犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻中的一个元素，与文献

［９－１０］中的算法１和算法２一起扩大了极大值函

数犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻的已知范围．但是，通过数值

试验发现，算法３较算法２的优越性仅在狓１，狓４，狓５

处相对明显，因此，算法的高效率仍与给定点有着密

不可分的关系，在一些非光滑问题的数值算法中，要

选择适当的计算犆犾犪狉犽犲广义犑犪犮狅犫犻的方法，才能保

证整个算法的有效运行．
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