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涉及实零点的亚纯函数犘犻犮犪狉犱型定理

徐成雨，　刘晓俊
（上海理工大学 理学院，上海　２０００９３）

摘要：利用亚纯函数的正规理论和值分布理论的基本概念、研究方法以及研究成果，并以犕犪狉狋狔正

规定则为基础，对零点均是实数的亚纯函数的犘犻犮犪狉犱型定理进行了研究，得到：设犱∈犖＋，犳是复

平面瓘上的超越亚纯函数，若存在犕≥０，使得犳满足犳的零点均为实数；犳的极点重级至少为３；

当犳（）狕 ＝０时，必有 犳′（）狕 ≤犕 狕
犱 ，则犳′－狕

犱 有无穷多个零点．
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１　问题的提出

１９５９年 犎犪狔犿犪狀
［１］证明了犘犻犮犪狉犱型定理（定

理１）．

定理１　设犽∈犖＋，犳为复平面瓘上的亚纯函

数，若犳≠０且犳
（犽）（狕）≠１，则犳≡犆，犆为常数．

１９７９年犌狌
［２］证明了对应的正规定则（定理２）．

定理２　设犉为区域犇 的亚纯函数族，犽∈

犖＋，若对于任意的犳∈犉，有犳≠０且犳
（）犽 （）狕 ≠１，

则犉在犇内正规．

２０１３年童晓丽等
［３］首先考虑将“犳（狕）≠０”减弱

为“犳（狕）的零点分布在一条给定的直线上”，得到了

定理３．

定理３　设犉是定义在单位圆盘犇上的亚纯函

数族，若存在犕≥０，使得对于任意犳∈犉，有：
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犪．犳＝０ 犳′ ≤犕；

犫．犳的零点分布在一直线上；

犮．犳的极点重级犿≥３；

犱．犳′（狕）≠１．

则犉在犇上正规．

２０１５年洪苏敏等
［４］又将定理３中的条件

“犳′（狕）≠１”改为“犳′（狕）≠狕
犱”，得到定理４．

定理４　设犉是定义在单位圆盘犇上的亚纯函

数族，若存在犕≥０，使得对于任意犳∈犉，有：

犪．犳的零点分布在一直线上；

犫．犳＝０ 犳′ ≤犕 狕
犱 ；

犮．犳的极点重级犿≥３；

犱．犳′（狕）≠狕
犱，这里犱∈犖＋．

则犉在犇上正规．

２００８年犘犪狀犵等
［５］利用拟正规定则将定理１条

件中的“犳（狕）≠０”减弱为“犳零点除了有限个之外

均为重级零点”，并将例外值推广到“不恒为零的有

理函数”，得到定理５．

定理５
［５］
　设犳为复平面上的超越亚纯函数，

且其零点除了有限个之外均为重级零点，犚０是

有理函数，则犳′－犚有无穷多个零点．

２０１２年犆犺犪狀犵
［６］又进一步利用拟正规定则，讨

论了当犳在零点处导数一致有界的情况，得到了定

理６．

定理６　设犳为复平面上的无穷级亚纯函数，

若犳′（狕）≠１，则犕犳＝犳′（犳
－１（０））＝｛犳′（狕）：狕∈

瓘，犳（狕）＝０｝无界．

本文在定理６的基础上增加一些条件，利用正

规定则将定理６的结果推广到更为一般的情况，从

而得到与定理４相对应的犘犻犮犪狉犱型定理（定理７）．

定理７　设犱∈犖＋，犳是复平面瓘上的超越亚

纯函数，若存在犕≥０，使得犳满足：

犪．犳的零点均为实数；

犫．犳的极点重级至少为３；

犮．犳（）狕 ＝０ 犳′（）狕 ≤犕 狕
犱 ．

则犳′－狕
犱 有无穷多个零点．

２　主要的引理

引理１
［７］
　设犳为复平面瓘上的无穷级亚纯函

数，则存在犪狀→∞，正数列δ狀→０，使得犳＃（犪狀）→

∞，犛（Δ（犪狀，δ狀），犳）→∞．

引理２
［８］
　设犉为区域犇 内的亚纯函数族，

犽∈犖
＋，犺（狕）（０）在犇内全纯，若对于任意的犳∈

犉，有犳（狕）≠０，犳
（犽）（狕）≠犺（狕），则犉在犇内正规．

引理３
［９］
　设｛犳狀｝为区域犇内的亚纯函数族，

｛φ狀｝是犇内的全纯函数列且在犇上内闭一致收敛

到φ，其中，φ（狕）≠０，∞．若对任意的狀∈犖和任意

的狕∈犇，有犳狀（狕）≠０，犳′狀（狕）≠φ狀（狕），则｛犳狀｝在

犇内正规．

引理４
［１０］
　设犳是复平面瓘上的超越亚纯函

数，犽∈犖＋且犽≥２，ε＞０，则对于所有的狉＞犲且

狉犈，其中，集合犈（犲，∞）且其对数密度为０（在

这里，犈仅取决于犳，犽，ε），有

犽－（ ）１犖
—

狉，（ ）犳 ＋犖１ 狉，
１（ ）犳 ≤

犖 狉，
１

犳
（犽（ ）） ＋ε犜 狉，（ ）犳

其中

犖１ 狉，
１（ ）犳 ＝犖 狉，

１（ ）犳 －犖
—

狉，
１（ ）犳

　　引理５
［１］
　设犪狏（狏＝１，２，…，狇）为狇（狇＞２）个

有穷判别的复数，则有

∑
狇

狏＝１

犿 狉，
１

犳－犪（ ）
狏
≤犿 狉，∑

狇

狏＝１

１

犳－犪（ ）
狏
＋Ο（）１

　　引理６
［１１］
　设犳为瓘上有穷级亚纯函数，则对

于犳 的每一个非直接渐近值犪，存在狕狀，使得

犳（狕狀）→犪，且犳′（狕狀）＝０．

引理７
［１２］
　设犳是瓘上的亚纯函数，其有限临

界值和渐近值是一个有界集合，则存在正数狉０，使

得当 狕 ＞狉０和 犳（）狕 ＞狉０时，有

犳′（狕）≥
犳（狕）犾狅犵犳（狕）

１６π狕

　　引理８　设犱∈犖＋，φ狀（狕）＝犪狀＋犫狀狕，

犵（狕）＝
犳（狕）

狕犱
，有下面两种结果成立：

犪．当犫狀→∞，犪狀→犮（犮≠∞）时，令犳狀（狕）＝

犳（φ狀（狕））

犫犱＋１狀

，狕∈犇１，其中，犇１为有界区域且０犇
—

１，

即０＜狉１≤ 狕 ≤狉２＜∞，则对于充分大的狀，有

犃犳
＃
狀（狕）＋１≥犵＃（φ狀（狕）），其中，犃 ｛＝犿犪狓

２
狉（ ）
１

犱

，

（狉２＋１）｝犱 ＜∞；
犫．当犪狀→∞，犫狀→犮（犮≠∞），且对于充分大

的狀 有 犫狀 ≥１时，令犳狀（狕）＝
犳（φ狀（狕））

犪犱狀
，狕∈

犇２，其中，犇２ 为有界区域，则对于充分大的狀，有

２犱犳
＃
狀（狕）＋１≥犵＃（φ狀（狕））．

５１４
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证明　由于犵＃（）狕 ＝

犳′（）狕
狕犱

－犱犳
（）狕
狕犱＋１

１＋
犳（）狕
狕犱

２
，则

犵
＃（）ζ ζ＝φ狀

（狕）＝

犳′（φ狀（狕））
（φ狀（狕））犱

－犱
犳（φ狀（狕））
（φ狀（狕））犱＋１

１＋
犳（φ狀（狕））
（φ狀（狕））犱

２ ≤

犳′φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱

１＋
犳φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱

２＋

犱犳
φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱＋１

１＋
犳φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱

２
（１）

且有

犱犳
φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱＋１

１＋
犳φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱

２≤
犱

２φ狀（）狕
·

　　

２
犳φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱

１＋
犳φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱

２≤
犱
２

１
犪狀＋犫狀狕

（２）

　　犪．当犫狀→∞，犪狀→犮（犮≠∞）时，由于犳＃狀（狕）＝

犳′（φ狀（狕））

犫犱狀

１＋
犳（φ狀（狕））

犫犱＋１狀

２
，应 用 简 单 不 等 式 犅

犅２＋狓２
≤

犿犪狓（犅，１／犅）
１

１＋狓２
，其中，犅＞０，狓∈瓗，有

犳′φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱

１＋
犳φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱

２ ＝

犳′φ狀（）（ ）狕
犪狀＋犫狀（ ）狕 犱

１＋
犳φ狀（）（ ）狕
犪狀＋犫狀（ ）狕 犱

２≤　

　

犳′φ狀（）（ ）狕
犫犱狀

犪狀＋犫狀狕
犫（ ）
狀

犱

犪狀＋犫狀狕
犫（ ）
狀

犱 ２

＋
犳φ狀（）（ ）狕
犫犱狀

２≤

　犿犪狓
犪狀＋犫狀狕
犫（ ）
狀

犱

， １
犪狀＋犫狀狕
犫（ ）
狀

烅
烄

烆
烍
烌

烎

犱
犳
＃
狀（狕）（３）

　　由于犫狀→∞，犪狀→犮（犮≠∞），且对于任意的

狕∈犇１，有０＜狉１≤ 狕 ≤狉２＜∞，则对于充分大的

狀，有

狉１
２
＝狉１－

狉１
２
≤ 狕 －

犪狀
犫狀

≤

　　
犪狀＋犫狀狕
犫狀

≤
犪狀
犫狀

＋ 狕 ≤狉２＋１

　　 犪狀＋犫狀狕 ≥ 犫狀狕 － 犪狀 ≥

　　狉１ 犫狀 － 犪狀 ≥
犱
２

于是，有

犿犪狓
犪狀＋犫狀狕
犫（ ）
狀

犱

， １
犪狀＋犫狀狕
犫（ ）
狀

烅
烄

烆
烍
烌

烎

犱
≤

犿犪狓
２
狉（ ）
１

犱

，狉２＋（ ）１｛ ｝犱 （４）

犱
２

１
犪狀＋犫狀狕

≤１ （５）

　　由式（１）～（５）得犃犳＃狀（狕）＋１≥犵＃（φ狀（狕）），其

中，犃＝犿犪狓
２
狉（ ）
１

犱

，狉２（ ）＋１｛ ｝犱 ．

犫．由于犳
＃
狀 （）狕 ＝

犫狀
犳′φ狀（）（ ）狕

犪犱狀

１＋
犳φ狀（）（ ）狕
犪犱狀

２
，应用简

单不等式 犅
犅２＋狓２

≤犿犪狓（犅，１／犅）
１

１＋狓２
，其中，犅＞

０，狓∈瓗，有

犳′φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱

１＋
犳φ狀（）（ ）狕

φ狀（）（ ）狕 犱

２≤

　　

犳′φ狀（）（ ）狕
犪犱狀

犪狀＋犫狀狕
犪（ ）
狀

犱

犪狀＋犫狀狕
犪（ ）
狀

犱 ２

＋
犳φ狀（）（ ）狕
犪犱狀

２≤

　　犿犪狓
犪狀＋犫狀狕
犪（ ）
狀

犱

， １
犪狀＋犫狀狕
犪（ ）
狀

烅
烄

烆
烍
烌

烎

犱 ·

　　

犳′φ狀（）（ ）狕
犪犱狀

１＋
犳φ狀（）（ ）狕
犪犱狀

２
（６）

　　由于犪狀→∞，犫狀→犮犮≠∞（ ），且对于充分大

狀的有 犫狀 ≥１，狕∈犇２，其中，犇２ 为有界区域，则

对于充分大的狀，有

犳′φ狀（）（ ）狕
犪犱狀

１＋
犳φ狀（）（ ）狕
犪犱狀

２≤犳
＃
狀（）狕 （７）

１
２
≤１－

犫狀
犪狀
狕 ≤

犪狀＋犫狀狕
犪狀

≤１＋
犫狀
犪狀
狕 ≤２

犪狀＋犫狀狕 ≥ 犪狀 － 犫狀狕 ≥
犱

烅

烄

烆 ２

（８）

因此，由式（７）得

犿犪狓
犪狀＋犫狀狕
犪（ ）
狀

犱

， １
犪狀＋犫狀狕
犪（ ）
狀

烅
烄

烆
烍
烌

烎

犱
≤２

犱

犱
２

１
犪狀＋犫狀狕

≤

烅

烄

烆 １

（９）

于是，由式（１），（２），（６），（７）和（９）得
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２犱犳
＃
狀（狕）＋１≥犵＃（φ狀（狕））

３　定理７的证明

现证明定理７．

证明　分两种情形讨论．

情形１　犳为无穷级超越亚纯函数．

假设犳′－狕
犱 仅有有限多个零点，令犵（）狕 ＝

犳（）狕
狕犱

，由于犜 狉，狕（ ）犱 ＝犱犾狅犵狉＋Ο（）１ 和犳为无穷

级超越亚纯函数，故有犵为无穷级超越亚纯函数，

由引理１，存在狕狀→∞，使得犵＃ 狕（ ）狀 →∞．

记狕狀＝狓狀＋犻狔狀，下面再分两种情形讨论．

情形１．１　狓狀→∞．

情形１．１．１　
狔狀
狓狀
→犮犮≠∞（ ）．

令犳狀（）狕 ＝
犳狓狀（ ）狕
狓狀

犱＋１
，显然有：犪．犳狀 的零点均为

实数；犫．由于犳狀 （）狕 ＝０犳 狓狀（ ）狕 ＝０，又由

犳狓狀（ ）狕 ＝０ 犳′狓狀（ ）狕 ≤犕 狓狀（ ）狕 犱 ，故有

犳狀（）狕 ＝０ 犳′狀（）狕 ≤犕 狕犱 ；犮．由于犳′－狕
犱

仅有有限多个零点，于是，有犳′狀（）狕 ≠狕
犱；犱．犳狀 的极

点重 级 至 少 为 ３．由 定 理 ４ 得 犳｛ ｝狀 在 圆 盘

狕－１－犻犮 ＜１／２内正规，故 犳｛ ｝狀 在狕＝１＋犻犮处

正规．

但由引理８和狕∈ 狕 狕－１－犻犮 ＜１／｛ ｝２ 以及

狓狀→∞ 狀→∞（ ）得

犵
＃ 狓狀（ ）狕 ≤犃犳＃狀（）狕 ＋１ （１０）

其中，犃＜∞．将狕＝１＋犻
狔狀
狓狀
代入式（１０），得

犃犳
＃
狀 １＋犻

狔狀
狓（ ）
狀
＋１≥犵

＃ 狓狀 １＋犻
狔狀
狓（ ）（ ）
狀
＝

犵
＃ 狕（ ）狀 →∞ 狀→∞（ ）

所以，犳＃狀 １＋犻
狔狀
狓（ ）
狀
→∞，又由于当狀→∞，有狕＝

１＋犻
狔狀
狓狀
→１＋犻犮，由犕犪狉狋狔正规定则可知 犳｛ ｝狀 在狕＝

１＋犻犮处不正规，矛盾．

情形１．１．２　
狔狀
狓狀
→∞．

令犳狀（）狕 ＝
犳犻狔狀（ ）狕
犻狔（ ）狀 犱＋１

，则对于充分大的狀，有：

犪．犳狀（）狕 在 狕－１ ＜
１
２
内没有零点；犫．犳′狀（）狕 ≠

狕犱，于是，由引理２得 犳｛ ｝狀 在狕＝１处正规．

但由引理８和狕∈ 狕 狕－１ ＜１／｛ ｝２ 以及

狔狀→∞ 狀→∞（ ）得

犵
＃ 犻狔狀（ ）狕 ≤犃犳＃狀（）狕 ＋１ （１１）

其中，犃＝４犱＜∞，取狕＝１－犻
狓狀
狔狀
代入式（１１），则有

２犱犳
＃
狀 １－犻

狓狀
狔（ ）
狀
＋１≥犵

＃ 犻狔狀 １－犻
狓狀
狔（ ）（ ）
狀
＝

犵
＃ 狕（ ）狀 →∞ 狀→∞（ ）

所以，犳＃狀 １－犻
狓狀
狔（ ）
狀
→∞，又由于当狀→∞，有狕＝

１－犻
狓狀
狔狀
→１，由 犕犪狉狋狔正规定则可知 犳｛ ｝狀 在狕＝１

处不正规，矛盾．

情形１．２　狓狀→狓０∈瓗，狔狀→∞．

令犳狀 （）狕 ＝
犳狕＋犻狔（ ）狀
犻狔（ ）狀 犱

，则对于充分大的

狀，有：犪．犳狀 （）狕 在 狕－狓０ ＜１ 内没有零点；

犫．犳′狀（）狕 ≠ １－犻
狕
狔（ ）
狀

犱

，又 由 于 １－犻
狕
狔（ ）
狀

犱

在

狕－狓０ ＜１内全纯且在 狕－狓０ ＜１上内闭一致

收敛到１，于是，由引理３可知 犳｛ ｝狀 在狓０处正规．

但由引理８和狕∈ 狕 狕－狓０ ＜｛ ｝１ 以及狔狀→

∞ 狀→∞（ ）得

犵
＃ 狕＋犻狔（ ）狀 ≤２

犱
犳
＃
狀（）狕 ＋１ （１２）

　　将狕＝狓狀 代入式（１２），得

２犱犳
＃
狀 狓（ ）狀 ＋１≥犵＃ 狓狀＋犻狔（ ）狀 ＝

犵
＃ 狕（ ）狀 →∞ 狀→∞（ ）

所以，犳＃狀 狓（ ）狀 →∞，又由于当狀→∞，有狕＝狓狀→

狓０，由 犕犪狉狋狔正规定则可知 犳｛ ｝狀 在狓０ 处不正规，

矛盾．

情形２　犳为有穷级超越亚纯函数．

情形２．１　犳只有有限个实零点．

由于犳的零点个数有限，则有

犖 狉，
１（ ）犳 ＝Ο犾狅犵（ ）狉 ＝犛 狉，（ ）犳 （１３）

　　由于犳为超越亚纯函数，则犾犻犿
狉→∞

犜 狉，（ ）犳
犾狅犵狉

＝∞，

又由于 犜 狉，狕（ ）犱 ＝犱犾狅犵狉＋Ο（）１ ，于是，有

犜 狉，狕（ ）犱 ＝犛 狉，（ ）犳 ．

由引理４、引理５和犖犲狏犪狀犾犻狀狀犪第一基本定

理，得

犿 狉，
１（ ）犳 ＋犿 狉，

１

犳′－狕（ ）犱 ≤犿 狉，１犳（ ）′ ＋
　犿 狉，

１

犳′－狕（ ）犱 ＋犛 狉，（ ）犳 ≤犿 狉，
１

犳
（犱＋１（ ）） ＋

　犿 狉，
１

犳
（犱＋１）－犱（ ）！＋犛 狉，（ ）犳 ≤

　犿 狉，
１

犳
（犱＋１）＋

１

犳
（犱＋１）－犱（ ）！＋犛 狉，（ ）犳 ≤

７１４
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　犿 狉，
１

犳
（犱＋２（ ）） ＋犛 狉，（ ）犳 ≤

　犿 狉，犳（ ）′ ＋犖 狉，犳（ ）′ ＋ 犱＋（ ）１犖
—

狉，（ ）犳 －

　犖 狉，
１

犳
（犱＋２（ ）） ＋犛 狉，（ ）犳 ≤犜 狉，犳（ ）′ ＋

　犖
—

狉，
１（ ）犳 －犖 狉，

１（ ）犳 ＋ε犜 狉，（ ）犳 ＋犛 狉，（ ）犳

其中，ε＞０，将上式两边同时加上犖 狉，
１（ ）犳 ，减去

犿 狉，
１

犳′－狕（ ）犱 ，并结合式（１３），可得
１－（ ）ε犜 狉，（ ）犳 ≤犜 狉，犳（ ）′ －犿 狉，

１

犳′－狕（ ）犱 ＋
　　犖

—

狉，
１（ ）犳 ＋犛 狉，（ ）犳 ≤犜 狉，犳′－狕（ ）犱 ＋

　　犜 狉，狕（ ）犱 －犿 狉，
１

犳′－狕（ ）犱 ＋犖— 狉，１（ ）犳 ＋

　　犛 狉，（ ）犳 ≤犖 狉，
１

犳′－狕（ ）犱 ＋犛 狉，（ ）犳 （１４）

　　取ε＝
１
２
，则由式（１４）得

犜 狉，（ ）犳 ≤２犖 狉，
１

犳′－狕（ ）犱 ＋犛 狉，（ ）犳

　　由于犳为超越亚纯函数，因此，犳′－狕
犱 有无穷

多个零点．

情形２．２　犳有无穷多个实零点．

犳有无穷多个实零点，不妨记为狕１，狕２，…，

狕狀，…，且犾犻犿
狀→∞
狕狀＝∞．令犵（狕）＝犳（狕）－

狕犱＋１

犱＋１
，则

犵′（）狕 ＝犳′（）狕 －狕犱，要证犳′－狕
犱 有无穷多个零

点，只需证犵′有无穷多个零点，假设犵′只有有限多

个零点．由引理６得，犵（狕）没有非直接渐近值，而

ρ犵＝ρ犳＜∞，于是，由犇犲狀犼狅狔犆犪狉犲犾犿犪狀犃犺犾犳狅狉狊定

理可知，犵（狕）的直接渐近值小于等于２ρ犵 个，故

犵（狕）的有穷临界值和渐近值构成的集合有界．不妨

设犚０ 是它的某个上界，则由引理７得，只要

犵（狕）≥犚
２，有

犵′（狕）＞
犵（狕）犾狅犵犵（狕）

１６π狕
（１５）

　　因为，犵狕（ ）狀 ＝犳狕（ ）狀 －
狕犱＋１狀

犱＋１
＝－

狕犱＋１狀

犱＋１
→∞，

所以，在式（１５）中，取狕＝狕狀，得

犾狅犵犵（狕狀）＜１６π
犵′（狕狀） 狕狀
犵（狕狀）

（１６）

由犳（）狕 ＝０ 犳′（）狕 ≤犕 狕犱 ，得 犵′（狕狀）≤

（犕＋１）狕犱狀 ，于是

１６π
犵′（狕狀） 狕狀
犵（狕狀）

≤１６π·

（犕＋１）狕犱＋１狀
狕犱＋１狀 ／犱＋（ ）１

＝１６（犕＋１）（犱＋１）π

但犾狅犵 犵狕（ ）狀 ＝犾狅犵
狕犱＋１狀

犱＋１
→∞，与式（１６）矛盾．

故犳′－狕
犱 有无穷多个零点，定理７得证．
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犕犲狋犺狅犱狊 犪狀犱 犉狌狀犮狋犻狅狀 犜犺犲狅狉狔，２０１３，１３ （４）：

５３３－５４３．

［１１］　犅犈犚犌犠犈犐犔犈犚犠，犈犚犈犕犈犖犓犗犃．犗狀狋犺犲狊犻狀犵狌犾犪狉犻狋犻犲狊

狅犳狋犺犲犻狀狏犲狉狊犲狋狅犪犿犲狉狅犿狅狉狆犺犻犮犳狌狀犮狋犻狅狀狅犳犳犻狀犻狋犲

狅狉犱犲狉［犑］．犚犲狏犻狊狋犪犕犪狋犲犿á狋犻犮犪犐犫犲狉狅犪犿犲狉犻犮犪狀犪，１９９５，

１１（２）：３５５－３７３．

［１２］　犅犲狉犵狑犲犻犾犲狉犠．犗狀狋犺犲狕犲狉狅狊狅犳犮犲狉狋犪犻狀犺狅犿狅犵狀犲狅狌狊

犱犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾狆狅犾狔狀狅犿犻犪犾狊［犑］．犃狉犮犺犕犪狋犺，１９９５，６４（３）：

１９２－２０２．

（编辑：石　瑛）

８１４


