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摘要：借助符号计算软件犕犪狆犾犲，利用犆犜犈方法验证了耦合犅狌狉犵犲狉狊方程的犆犜犈可积性，得到了耦

合犅狌狉犵犲狉狊方程的孤子和其他波的相互作用解，包括孤子和椭圆余弦波作用解、共振多孤子解、孤

子和误差函数波作用解、孤子和有理波作用解、孤子和周期波作用解．最后给出了孤子和椭圆余弦

波作用解及共振多孤子解所对应的图形．
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　　孤立子理论是非线性科学的重要组成部分，孤

立子理论的研究对象大多是非线性偏微分方程．随

着非线性科学的飞速发展，对孤立子理论的研究也

越来越多，它已成为当今科学领域的重大研究课题

之一．非线性偏微分方程被用来描述流体力学、等离

子物理学、非线性光学、固体物理学及环境科学等领

域出现的很多非线性现象，因此，对非线性偏微分方

程精确解的研究在理论和实际应用中都具有重要的
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意义［１］．近年来，数学家和物理学家在研究过程中提

出了一系列构造精确解的方法，如反散射变换

法［２－４］、贝克隆变换法［５－６］、双线性变换法［７］、分离

变量法［８］、达布变换法［９］、相似约化法［１０－１２］、

犘犪犻狀犾犲狏é分析法
［１３－１４］、函数展开法等．然而，除了孤

子间的相互作用解，很难找到不同类型波之间的相

互作用解．最近，根据非局部对称的相似约化结果，

楼森 岳［１５］提 出 了 犮狅狀狊犻狊狋犲狀狋犚犻犮犮犪狋犻犲狓狆犪狀狊犻狅狀

（犆犚犈）方法以及它的一种特殊情形犮狅狀狊犻狊狋犲狀狋狋犪狀犺

犲狓狆犪狀狊犻狅狀（犆犜犈）方法．此方法不仅可以用来验证非

线性发展方程的可积性，还可以更加简单地求得可

积方程的各种形式的波之间的相互作用解．例如，

犅狉狅犲狉犓犪狌狆方程
［１６］、犅狅狌狊狊犻狀犲狊狇犅狌狉犵犲狉狊方程

［１７］、

（２＋１）维犅狅犻狋犻犔犲狅狀犘犲犿狆犻狀犲犾犾犻方程
［１８］以及修正的

犓犪犱狅犿狊狋犲狏犘犲狋狏犻犪狊犺狏犻犾犻方程
［１９］．

１　耦合犅狌狉犵犲狉狊方程简介

耦合犅狌狉犵犲狉狊方程的形式为

狌狋＝狌狓狓－γ狌狌狓－α（狌狏）狓

狏狋 ＝狏狓狓－γ狏狏狓－β（狌狏）
烅
烄

烆 狓

（１）

式中：γ为实常数；α，β是任意常数
［２０－２１］．

该模型是犈狊犻狆狅狏
［２２］研究多分散性沉积模型时

推导出的在重力作用下悬浮液或胶质物中两种粒子

按比例缩小的体积浓度的演变模型，在凝聚态物理

和流体动力学等领域都有着广泛的应用．近年来，许

多学者利用多种方法得到了耦合犅狌狉犵犲狉狊方程的多

种形式的精确解，例如，用狋犪狀犺函数展开法得到耦

合犅狌狉犵犲狉狊方程的孤子解
［２３］，用犎犻狉狅狋犪双线性法得

到耦合犅狌狉犵犲狉狊方程的多孤子解
［２４］等．本文将利用

犆犜犈方法来求解耦合犅狌狉犵犲狉狊方程．

作适当的标度变换，可以将方程（１）变为

狌狋＝狌狓狓－狌狌狓＋（狌狏）狓

狏狋 ＝狏狓狓－狏狏狓＋（狌狏）
烅
烄

烆 狓

（２）

即相当于在方程（１）中取γ＝１，α＝β＝－１．本文对

方程（２）进行研究．

２　耦合犅狌狉犵犲狉狊方程犆犜犈可积性

对于给定的非线性偏微分方程

犘 狌，狌狓，狌狋，狌狓狓（ ），… ＝０ （３）

要寻找具有如下形式的截断展开解：

狌 狓，（ ）狋 ＝∑
狀

犻＝０

狌犻狋犪狀犺
犻
ω 狓，（ ）（ ）狋 （４）

式中，狀由方程（３）的领头项分析（平衡最高阶导数

项和最高阶非线性项）决定．

将式（４）代入方程（３），令狋犪狀犺犻（ω）的系数为０，

得到包含狌犻和ω以及它们的各阶导数的系统．

定义　对于非线性偏微分方程（３），将解式（４）

代入其中，令狋犪狀犺犻（ω）的系数为０，得到包含狌犻

（犻＝０，１，２，…，狀）和ω以及它们的各阶导数的系

统，如果这个系统是相容的或非超定的，则称方程

（３）是犮狅狀狊犻狊狋犲狀狋狋犪狀犺犲狓狆犪狀狊犻狅狀（犆犜犈）可积的．

对耦合犅狌狉犵犲狉狊方程（２）进行领头项分析，得到

如下截断狋犪狀犺展开式：

狌＝狌０＋狌１狋犪狀犺（ ）ω

狏＝狏０＋狏１狋犪狀犺（ ）
烅
烄

烆 ω
（５）

将式（５）代入耦合犅狌狉犵犲狉狊方程（２），得

（－狌２１ω狓＋２狌１狏１ω狓－２狌１ω２狓）狋犪狀犺３（ω）＋

　（－狌１狓狏１＋狌０狏１ω狓＋狌１狏０ω狓＋狌１狌１狓－

　狌１狏１狓－狌１ω狋＋２狌１狓ω狓－狌０狌１ω狓＋狌１ω狓狓）·

　狋犪狀犺
２（ω）＋（狌１狌０狓－狌０狓狏１＋狌０狌１狓－狌１狓狏０－

　狌０狏１狓－狌１狓狓－狌１狏０狓＋狌１狋－２狌１狏１ω狓＋

　２狌１ω
２
狓＋狌

２
１ω狓）狋犪狀犺（ω）－狌０狓狏０－狌１狏０ω狓－

　狌０狏１ω狓－２狌１狓ω狓＋狌０狌１ω狓－狌１ω狓狓＋狌０狋＋

　狌０狌０狓－狌０狓狓＋狌１ω狋－狌０狏０狓 ＝０

（－２狏１ω２狓＋２狌１狏１ω狓－狏２１ω狓）狋犪狀犺３（ω）＋

　（－狌１狓狏１－狏０狏１ω狓＋狌０狏１ω狓＋２狏１狓ω狓－

　狌１狏１狓－狏１ω狓狓－狏１ω狋＋狏１狏１狓＋狌１狏０ω狓）·

　狋犪狀犺
２（ω）＋（狏２１ω狓－２狌１狏１ω狓－狌１狓狏０－狏１狓狓＋

　２狏１ω
２
狓－狌０狓狏１－狌１狏０狓－狌０狏１狓＋狏０狏１狓＋

　狏１狏０狓＋狏１狋）狋犪狀犺（ω）－狏１ω狓狓＋狏１ω狋－狌０狓狏０－

　狌０狏０狓＋狏０狏０狓－２狏１狓ω狓＋狏０狋－狏０狓狓－

　狌０狏１ω狓＋狏０狏１ω狓－狌１狏０ω狓 ＝０

　　令狋犪狀犺
犻（ω）的系数为零，可以得到含有５个未

知量狌０，狌１，狏０，狏１，ω的８个超定方程：

－狌
２
１ω狓＋２狌１狏１ω狓－２狌１ω

２
狓 ＝０

－狌１狓狏１＋狌０狏１ω狓＋狌１狏０ω狓＋狌１狌１狓－狌１狏１狓－

　狌１ω狋＋２狌１狓ω狓－狌０狌１ω狓＋狌１ω狓狓 ＝０

狌１狌０狓－狌０狓狏１＋狌０狌１狓－狌１狓狏０－狌０狏１狓－

　狌１狓狓－狌１狏０狓＋狌１狋－２狌１狏１ω狓＋

　２狌１ω
２
狓＋狌

２
１ω狓 ＝０

－狌０狓狏０－狌１狏０ω狓－狌０狏１ω狓－２狌１狓ω狓＋狌０狌１ω狓－

　狌１ω狓狓＋狌０狋＋狌０狌０狓－狌０狓狓＋狌１ω狋－狌０狏０狓 ＝０

－２狏１ω
２
狓＋２狌１狏１ω狓－狏

２
１ω狓 ＝０

－狌１狓狏１－狏０狏１ω狓＋狌０狏１ω狓＋２狏１狓ω狓－狌１狏１狓－

　狏１ω狓狓－狏１ω狋＋狏１狏１狓＋狌１狏０ω狓 ＝０

８１５
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狏２１ω狓－２狌１狏１ω狓－狌１狓狏０－狏１狓狓＋２狏１ω
２
狓－

　狌０狓狏１－狌１狏０狓－狌０狏１狓＋狏０狏１狓＋

　狏１狏０狓＋狏１狋 ＝０

－狏１ω狓狓＋狏１ω狋－狌０狓狏０－狌０狏０狓＋狏０狏０狓－

　２狏１狓ω狓＋狏０狋－狏０狓狓－狌０狏１ω狓＋狏０狏１ω狓－

　狌１狏０ω狓 ＝０

可得

狌１＝２ω狓，　狏１＝２ω狓

狌０＝
ω狋－ω狓狓
ω狓

，　狏０＝
ω狋－ω狓狓
ω狓

及ω满足的相容性条件方程

犛狓＋犆狋－２犆狓狓－犆犆狓－４ω狓ω狓狓 ＝０ （６）

其中

犛＝
２ω狓ω狓狓狓－３ω

２
狓狓

２ω
２
狓

，　犆＝
ω狋
ω狓

且犛和犆是犕犫犻狌狊变换

ω→
α＋犫ω
犮＋犱ω

，　犪犱≠犫犮

下的不变量．根据定义，可以判定耦合犅狌狉犵犲狉狊方程

（２）是犆犜犈可积的．综上所述，可以概括出定理１．

定理１　如果ω是相容性条件方程（６）的一个

解，那么，

狌＝
ω狋－ω狓狓
ω狓

＋２ω狓狋犪狀犺（ ）ω

狏＝
ω狋－ω狓狓
ω狓

＋２ω狓狋犪狀犺（ ）
烅

烄

烆
ω

（７）

是耦合犅狌狉犵犲狉狊方程（２）的犆犜犈解．

３　耦合犅狌狉犵犲狉狊方程的精确解

根据定理１，通过求解相容性条件方程（６），可

以找到不同形式的相互作用解．为了求解方程（６），

将方程（６）写成下面的形式：

ω狋 ＝ω狓狓＋２ω
２
狓＋犳ω狓 （８犪）

犳狋＝犳狓狓＋犳犳狓 （８犫）

从上面的方程中可知，通过犅狌狉犵犲狉狊方程（８犫）的一

个固定解就可以求解变系数势犅狌狉犵犲狉狊方程（８犪），

从而得到函数ω的解．因此，耦合犅狌狉犵犲狉狊方程（２）

的相应解可以从犆犜犈解式（７）中得到．

３．１　简单孤子解

方程（８）有如下的平凡解：

ω＝犽０狓＋狑０狋＋犱０ （９）

式中，犽０，狑０，犱０是任意常数．

　　将式（９）代入式（７），可以得到耦合犅狌狉犵犲狉狊方

程（２）的简单孤子解

　

狌＝２犽０狋犪狀犺犽０狓＋狑０狋＋犱（ ）０ ＋
狑０
犽０

狏＝２犽０狋犪狀犺犽０狓＋狑０狋＋犱（ ）０ ＋
狑０
犽

烅

烄

烆 ０

（１０）

３．２　孤子与椭圆余弦波作用解

为了得到耦合犅狌狉犵犲狉狊方程（２）的孤子和椭圆

余弦波的相互作用解，考虑如下形式的ω函数：

ω＝犽０狓＋狑０狋＋犠 犽１狓＋狑１（ ）狋 （１１）

设犽１狓＋狑１狋＝犡， （ ）犠 犡 犡＝犠１（ ）犡 ，将式（１１）

代入相容性条件方程（６），得到一个关于犠１（ ）犡 的

方程

犠１（ ）犡 ２
犡 ＝犪４犠１（ ）犡 ４

＋犪３犠１（ ）犡 ３
＋

　　犪２犠１（ ）犡 ２
＋犪１犠１（ ）犡 ＋犪０ （１２）

其中

犪０＝
犽２０ 犪２犽

２
１－２犪３犽１犽０＋１２犽（ ）２０

犽４１

犪１＝
犽０ ２犪２犽

２
１－３犪３犽１犽０＋１６犽（ ）２０

犽３１

犪４＝４

并且犽１狑０＝犽０狑１，犪２，犪３为任意常数．

很显然，方程（１２）的通解是由椭圆函数定义的，

即可以用一些椭圆函数（例如，犑犪犮狅犫犻椭圆函数

狊狀（ζ），犮狀（ζ），犱狀（ζ））来构造ω的表达式，从而得到

耦合犅狌狉犵犲狉狊方程（２）的新解．假定关于ω的函数具

有如下形式：

ω＝犽０狓＋狑０狋＋

　　犃犈犳（狊狀（犽１狓＋狑１狋，犿），狀） （１３）

式中，犈犳是第一类不完全可积椭圆函数．

将式（１３）带入方程（６）中，令犑犪犮狅犫犻椭圆函数不

同次幂的系数为零，通过计算，可得犿＝狀且犃，狀，

犽０，犽１，狑０，狑１为任意非零常数．

将犿＝狀 及式（１３）代入式（７）中，得到耦合

犅狌狉犵犲狉狊方程（２）的孤子和椭圆余弦波作用解，省略

狌和狏复杂的函数表达式，对任意常数进行如下的

取值：

犃＝０．５，狀＝０．９８，犽０＝－１，

犽１＝２，狑０＝４，狑１＝３ （１４）

可以得到狌和狏的结构图，如图１所示（见下页）．

３．３　孤子与势犅狌狉犵犲狉狊波作用解

为了找出耦合犅狌狉犵犲狉狊方程（２）的孤子和其他

波的相互作用解，考虑如下形式的ω函数：

ω＝犽０狓＋狑０狋＋犵 （１５）

式中，犵是关于狓，狋的函数．

９１５
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图１　孤子和椭圆余弦波作用解狌和狏的结构图

犉犻犵．１　犛狋狉狌犮狋狌狉犲狊狅犳狊狅犾犻狋狅狀犮狀狅犻犱犪犾狑犪狏犲犻狀狋犲狉犪犮狋犻狅狀狊狅犾狌狋犻狅狀狊犳狅狉狌犪狀犱狏

　　将式（１５）代入方程（８犪），得到

犵狋＝犵狓狓＋２犵
２
狓＋（犳＋４犽０）犵狓＋

２犽２０－狑０＋犳犽０ （１６）

为了进一步的简化，将犳取为最简单的常数解．

犳＝
狑０－２犽

２
０

犽０
（１７）

这样，方程（１６）就化为一个常数系数势犅狌狉犵犲狉狊方程

犵狋＝犵狓狓＋２犵
２
狓＋

狑０
犽０
＋２犽（ ）０ 犵狓 （１８）

将式（１５）和式（１８）代入式（７），得到耦合犅狌狉犵犲狉狊方

程（２）的孤子和势犅狌狉犵犲狉狊波的相互作用解

狌＝２（犽０＋犵狓）狋犪狀犺犽０狓＋狑０狋＋（ ）犵＋２犵狓＋
狑０
犽０

狏＝２（犽０＋犵狓）狋犪狀犺犽０狓＋狑０狋＋（ ）犵＋２犵狓＋
狑０
犽

烅

烄

烆 ０

（１９）

　　势犅狌狉犵犲狉狊方程有多类已知的精确解，例如，共

振孤子解、误差函数解．现用方程（１８）的已知解来构

造孤子和势犅狌狉犵犲狉狊波的相互作用解．

３．３．１　共振多孤子解

不难验证，方程（１８）有如下形式的解：

犵＝
１
２
犾狀 １＋∑

狀

犻＝１

犲狓狆（犽犻狓＋狑犻狋［ ］） （２０）

式中：犽犻是任意常数；狑犻满足色散关系

狑犻＝
犽犻
犽０
（２犽２０＋狑０＋犽０犽犻）

　　将式（２０）代入式（１９），可以得到耦合犅狌狉犵犲狉狊

方程（２）的（狀＋１）共振孤子解．如果在取狀＝１的

情况下，再取

犽０＝１，犽１＝７，狑０＝－９ （２１）

可以得到扭结型孤波解狌 和狏的结构图，如图２

所示．

在取狀＝２的情况下，再取

犽０＝１，犽１＝３，犽２＝５，狑０＝－４ （２２）

　　扭结型孤波解狌和狏的结构图如图３所示．

３．３．２　孤子与误差函数波作用解

势犅狌狉犵犲狉狊方程（１８）有误差函数解

图２　扭结型孤波解狌和狏的结构图（狀＝１）

犉犻犵．２　犛狋狉狌犮狋狌狉犲狊狅犳犽犻狀犽狊狅犾犻狋犪狉狔狑犪狏犲狊狅犾狌狋犻狅狀狊犳狅狉狌犪狀犱狏（狀＝１）

０２５
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图３　扭结型孤波解狌和狏的结构图（狀＝２）

犉犻犵．３　犛狋狉狌犮狋狌狉犲狊狅犳犽犻狀犽狊狅犾犻狋犪狉狔狑犪狏犲狊狅犾狌狋犻狅狀狊犳狅狉狌犪狀犱狏（狀＝２）

犵＝
１
２
犾狀 犲狉犳

狓＋狑１狋

２槡（ ）［ ］
狋

（２３）

式 中 ：狑１ ≡２犽０ ＋
狑０
犽０
；误 差 函 数犲狉犳狓≡

２

槡π∫
狓

０
犲狓狆（－ξ２）犱ξ．

显然，式（２３）和解式（１９）呈现了耦合犅狌狉犵犲狉狊

方程（２）的孤子与误差函数相互作用解．

３．３．３　孤子与自由形状波相互作用解

势犅狌狉犵犲狉狊方程（１８）可以线性化为热传导

方程［２５］

η狋 ＝η狓狓＋ ２犽０＋
狑０
犽（ ）
０
η狓

从而，可以得到一个势犅狌狉犵犲狉狊方程（１８）的通解

犵＝
１
２ ｛犾狀∫

!

－!

（犉狓＋２犽０狋＋狑０犽０狋＋
２槡狋 ）ξ犲狓狆（－ξ２）犱 ｝ξ （２４）

其中，任意函数犉（狕）为

犉≡犉（狕）≡ （犉狓＋２犽０狋＋狑０犽０狋＋
２槡狋 ）ξ ＜犲狓狆（ξ

２），　ξ→ !

（２５）

解式（１９）和式（２４）是孤子与任意犉 波的相互作

用解．

３．３．４　孤子与有理波相互作用解

如果将犉看作狕的多项式解，即

犉＝∑
犖

狀＝１

犮狀狕
狀 （２６）

式中，犮狀 是任意常数，则

犵＝
１
２
犾狀∑

犖

狀＝１

犺狀∑
狀

犼＝０

（１＋（－１）犼）狋犼
／２（狓＋狑１狋）狀－犼

Γ（１＋犼／２）Γ（狀－犼＋１［ ］）

犺狀 ≡
１
２
槡π犮狀Γ（狀＋１） （２７）

式中，Γ（狓）是伽马函数．

解式（１９）和式（２７）变成了孤子和有理波的相互

作用解．

３．３．５　孤子与周期波相互作用解

将任意函数犉取成如下的特殊形式：

犉＝∑
犖

犼＝１

犮犼

槡π
犮狅狊［犪犼（狕＋犱犼）］犲狓狆（犫犼狕）（２８）

式中，犪犼，犫犼，犮犼，犱犼是任意常数，则

犵＝
１
２ ｛犾狀 ∑

犖

犼＝１

犮犼犮狅狊［犪犼（狓＋犱犼＋（狑１＋２犫犼）狋）］·

犲狓狆［犫犼狓＋（狑１犫犼＋犫
２
犼－犪

２
犼）狋 ｝］ （２９）

显然，解式（１９）和式（２９）是孤子和周期波的相互作

用解．

４　结　论

利用犆犜犈方法对耦合犅狌狉犵犲狉狊方程进行了研

究，验证了耦合犅狌狉犵犲狉狊方程的犆犜犈可积性．然后

通过选取相容性条件方程的ω的不同解，得到了耦

合犅狌狉犵犲狉狊方程的孤子和其他波的相互作用解，包

括孤子和椭圆余弦波作用解、共振多孤子解、孤子和

误差函数波作用解、孤子和有理波作用解、孤子和周

期波作用解．通过选取适当的常数，得到了一些解的

结构图．
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