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均衡问题的一种改进不精确次梯度算法

党亚峥，　沈　忱，　刘雯雯
（上海理工大学 管理学院，上海　２０００９３）

摘要：针对采用精确次梯度算法求解均衡问题中的稳固非扩张算子的不动点集问题（犈犘（犳，

犉犻狓（犜）））时计算复杂且收敛性较差这一情况，提出了一种改进的不精确次梯度算法．首先，由事

先选择的参数确定一个凸集；其次，通过不精确次梯度投影算法构造中间迭代点；最后，将当前迭代

点和中间迭代点的线性组合在稳固非扩张算子的映射作为下一次迭代点．在合适条件下验证了算

法的全局收敛性．
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１　问题描述

稳固非扩张算子的不动点集上的均衡问题［１］

（犈犘（犳，犉犻狓（犜）））即找一个点

狓 ∈犉犻狓（犜），使得犳（狓，狔）≥０，

狔∈犉犻狓（犜） （１）

其中，犜：犚狀→犚狀 是一个稳固非扩张映射，即对于

所有 的 狓，狔∈犚狀，都 有 犜（狓）－犜（狔）
２
≤

〈犜（狓）－犜（狔），狓－狔〉，犳：犚狀×犚狀→犚是一个均
衡双函数，且对狓∈犚狀，均有犳（狓，狓）＝０，
犉犻狓（犜）：＝｛狓 犜（狓）＝狓｝．
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犈犘（犳，犉犻狓（犜））问题是非空闭凸约束集中有关

均衡问题的特殊类型，主要包括：最优化问题、纳什

均衡问题、互补问题、不动点问题、变分问题及向量

极小化问题等，其在码分多址联系方式（犆犇犕犃）
［２］

的系统能量控制问题和库洛特－纳什寡头市场均衡

模型［３］中也有应用．文献［４－９］中提出了许多解决

这类问题的迭代算法．近年来出现了很多求解问题

（１）的改进次梯度投影算法
［１０－１５］．本文提出了求解

稳固非扩张映射不动点集中均衡问题的一种新的有

效的全局收敛算法．通过选择合适的正则参数，保证

算法产生的序列全局收敛到犈犘（犳，犉犻狓（犜））问题

中的一个解．相对而言，本文提出的算法只需在每次

迭代中作一次不精确的投影，比较容易实施．

２　预备知识

定义１　如果算子犜满足

犜狓－犜狔 ≤ 狓－狔 ，　狓，狔∈犚狀 （２）

则称算子犜非扩张．

犘犆 表示从犚狀 到犚狀 上非空闭凸子集犆的投
影，则有

犘犆（狓）＝犪狉犵犿犻狀
狔∈犆

狓－狔 （３）

　　易知犘犆（狓）有如下性质：

　〈狓－犘犆狓，狕－犘犆狓〉≤０，狕∈犆，狓∈犚狀 （４）
故犘犆 非扩张．

定义２　双函数犳：犆×犆→犚∪｛＋!

｝．

犪．如果对每个狓，狔∈犆，有

犳（狓，狔）＋犳（狔，狓）≤０，则称犳在子集犆上是

单调的．

犫．对于每个狓，狔∈犆，有

犳（狓，狔）≥０犳（狔，狓）≤０，则称犳在子集犆上

是伪单调的．

定义３　双函数犳在点狓∈犆处的ε次微分

ε犳（狓，·）（狓）定义为

ε犳（狓，·）（狓）：＝｛ξ狓 ∈犚
狀：犳（狓，狔）－

犳（狓，狓）≥〈ξ狓，狔－狓〉－ε，狔∈犆｝＝

｛ξ狓 ∈犚
狀：犳（狓，狔）≥

〈ξ狓，狔－狓〉－ε，狔∈犆｝

　　设犈为巴拿赫空间，犛是定义在犈中的一个非

空凸子集，犈满足犗狆犻犪犾性质
［１６］，如果存在任意的序

列｛狓犽｝都属于犈，狓犽→狓，则

犾犻犿犻狀犳
犽→!

狓犽－狓 ＜犾犻犿犻狀犳
犽→!

狓犽－狔 ，

狔∈犈且狔≠狓
 （５）

　　现使用引理１和引理２对算法进行收敛性

分析．

引理１
［１７］
　序列｛狏犽｝及｛δ犽｝是非负实数序列，

当∑
＋!

犽＝１

δ犽＜＋!

时，若狏犽＋１≤狏犽＋δ犽，则序列｛狏犽｝

收敛．

引理２　非负实数θ，β满足不等式θ２－βθ≤

０，则

βθ≤β
２ （６）

　　证明　考虑二次函数狊（θ）＝θ２－βθ，当

狊（θ）≤０时，有

θ≤β

用β乘上面的不等式，即可得

βθ≤β
２

证毕．

在收敛性分析中，假定式（１）的解集包含其对偶

问题的解集，即

当狓∈犉犻狓（犜）时，有

犳（狔，狓）≤０；狔∈犉犻狓（犜） （７）

这个问题的解集可以表示为犛犱（犳，犉犻狓（犜））．

函数犳表示犆上的伪单调双函数（如果狓，狔∈

犆和犳（狓，狔）≥０，则可知犳（狔，狓）≤０），有

犛（犳，犆）犛犱（犳，犆）．这个结论对单调双函数也有

效，即犳（狓，狔）＋犳（狔，狓）≤０．

３　不精确次梯度算法及其全局收敛性

３．１　不精确次梯度算法

现介绍求解犈犘 犳， （ ）（ ）犉犻狓 犜 问题的不精确次

梯度算法．

算法１　步骤０　设 犕＞０是犉犻狓（犜）的上界，

取狓０∈犚狀，使得犕≤ 狓０ ，令犽＝０，ρ０：＝ 狓０ ，
选取正项序列｛β犽｝，｛ρ犽｝，｛λ犽｝，当ε犽≥０时，有

　∑
!

犽＝０

β犽ε犽
ρ犽

＜＋!

，∑
!

犽＝０

β犽
ρ犽
＝＋!

，∑
!

犽＝０

β
２
犽＜ !

（８）

　　步骤１　假设狓犽∈犚狀 是当前迭代点，计算

犵
犽
∈ε犽犳（狓

犽，·）（狓犽），取λ犽∈（０，１），当犽≥０时，

有（１－λ犽）（狓犽 ＋犕）≤β犽．定义犆犽：＝｛狓∈犚狀：

狓 ≤ρ犽＋１｝，α犽：＝
β犽
γ犽
，其中，γ犽：＝犿犪狓｛ρ犽，

犵
犽 ｝，计算

狋犽：＝犘犮犽（狓犽－α犽犵
犽） （９）

　　步骤２　计算

狓犽＋１：＝犜（λ犽狓犽＋（１－λ犽）狋犽），

４２５
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ρ犽＋１：＝犿犪狓｛ρ犽，狓
犽＋１ ｝ （１０）

　　令犽：＝犽＋１，转步骤１．

犆犽：＝｛狓∈犚狀：狓 ≤ρ犽＋１｝是个闭球．显然，

可以通过犘犮犽（狓犽－α犽犵
犽）计算投影，即

狋犽 ＝
ρ犽＋１
狓犽－α犽犵

犽
（狓犽－α犽犵

犽） （１１）

３．２　收敛性分析

引理３　对任意犽，下列不等式成立：

犪．α犽 犵
犽
≤β犽；

犫．狋犽－狓犽 ≤β犽．

证明　由式狋犽＝犘犮犽（狓犽－α犽犵
犽）和式（４）得

〈α犽犵
犽
＋狋

犽
－狓

犽，狓－狋犽〉≥０，

狓∈犆犽 （１２）

　　由步骤１得

α犽 犵
犽
＝

β犽 犵
犽

犿犪狓｛ρ犽，犵
犽 ｝≤β犽

（１３）

　　将狓＝狓
犽 代入式（１２），由犆犪狌犮犺狔犛犮犺狑犪狉狕不

等式和式（１３）可得

狋犽－狓
犽 ２
≤〈α犽犵

犽，狓犽－狋犽〉≤

　α犽 犵
犽 狓犽－狋

犽
≤β犽 狓

犽
－狋

犽 （１４）

　　假设　犃１　犛（犳，犆）的解集是非空的．

命题１　假设犛狅犾（犳，犉犻狓（犜））是非空的，则对

任意的犽，狓∈犛狅犾（犳，犉犻狓（犜）），下列不等式成立：

　狋
犽
－狓

２
≤ 狓

犽
－狓

２
＋２α犽犳（狓

犽，狓）＋δ犽 （１５）

其中，δ犽＝２α犽ε犽＋２β２犽．

证明　显然

狋犽－狓
２
＝ 狓犽－狓

２
－ 狋

犽
－狓

犽 ２
＋

　　２〈狓犽－狋犽，狓－狋犽〉≤ 狓犽－狓
２
＋

　　２〈狓犽－狋犽，狓－狋犽〉 （１６）

　　当狓＝狓时，由式（１１）和式（１３）可知

狋犽－狓
２
≤ 狓犽－狓

２
＋２〈α犽犵

犽，　　

　　狓－狋
犽〉＝ 狓犽－狓

２
＋２〈α犽犵

犽，

　　狓－狓
犽〉＋２〈α犽犵

犽，狓犽－狋犽〉 （１７）

　　由犆犪狌犮犺狔犛犮犺狑犪狉狕不等式及引理３的犪可得

狋犽－狓
２
≤ 狓犽－狓

２
＋　　　　　　

　　２α犽〈犵
犽，狓－狓犽〉＋２β犽 狓犽－狋犽 （１８）

　　利用式（１８）和引理３的犫可得

狋犽－狓
２
≤ 狓犽－狓

２
＋　　　　　

　　　　２α犽〈犵
犽，狓－狓犽〉＋２β２犽 （１９）

　　另一方面，已知犵
犽
∈ε犽２犳（狓

犽，狓犽），可得不等

式〈犵
犽，狓－狓犽〉≤犳（狓

犽，狓）＋ε犽．因此，由α犽＞０

可得

　２α犽〈犵
犽，狓－狓犽〉≤２α犽犳（狓

犽，狓）＋２α犽ε犽 （２０）

　　显然，由式（１９）和式（２０）可得式（１５）．

现证明在假设犃１成立的情况下，由改进不精

确次梯度算法生成的序列｛狓犽｝是有界的．

定理１　犛（犳，犆）的解集是非空的，设犆是在

犚狀 上的非空闭凸子集，犜：犆→犚狀 是一个稳固非扩
张映射，序列｛犵

犽｝有界，假设犃１成立，令犉犻狓（犜）有

界，且上界犕＞０，均衡函数犳：犚狀×犚狀→犚狀 对于
所有的狓∈犚狀，满足犳（狓，狓）＝０，序列｛犵犽｝有界，则
由算法１产生的序列｛狓犽｝有界，且狓∈犛（犳，

犉犻狓（犜）），犾犻犿狊狌狆
犽→＋!

犳（狓
犽，狓）＝０．

证明　对任意的狓∈犛狅犾（犳，犉犻狓（犜）），已知

λ狓＋（１－λ）狔
２
＝λ狓

２
＋

　　（１－λ）狔
２
－λ１－（ ）λ 狓－狔

２，

　　λ∈［０，１］，狓，狔∈犚狀 （２１）

　　由式狓
犽＋１＝犜（λ犽狓犽＋（１－λ犽）狋犽），算子的非

膨胀性和式（１５）易知

狓犽＋１－狓
２
＝ （λ犽狓犽＋（１－λ犽）狋犽）－犜（狓）≤

　 λ犽狓
犽
＋（１－λ犽）狋犽－狓 ２

＝λ犽 狓
犽
－狓

２
＋

　（１－λ犽）狋犽－狓 ２
－λ犽（１－λ犽）狋犽－狓犽 ２

≤

　λ犽 狓
犽
－狓

２
＋（１－λ犽）［狓犽－狓 ２

＋

　２α犽犳（狓
犽，狓）＋δ犽］－λ犽（１－λ犽）狋犽－狓犽 ２

＝

　 狓
犽
－狓

２
－（λ犽－λ２犽）狋犽－狓犽 ２

＋

　２α犽（１－λ犽）犳（狓
犽，狓）＋（１－λ犽）δ犽

　　由假设犃１得犳（狓
犽，狓）≤０，由命题１可知

狓犽＋１－狓
２
≤ 狓犽－狓

２
＋（１－λ犽）δ犽

由参数条件易知∑
＋!

犽＝０

（１－λ犽）δ犽＜＋!

，又由引理１

可知序列｛狓犽－狓 ２｝收敛，故序列｛狓犽｝有界．

　　接下来，证明：狓 ∈犛（犳，犉犻狓（犜）），

犾犻犿狊狌狆
犽→＋!

犳（狓
犽，狓）＝０．

由命题１和假设犃１可知

０≤２α犽［－犳（狓
犽，狓）］≤

　 狓
犽
－狓

２
－ 狋

犽
－狓

２
＋δ犽 （２２）

则

０≤２∑
犿

犽＝０

α犽［－犳（狓
犽，狓）］≤

　　 狓
０
－狓

２
－狋

犿＋１－狓
２
＋∑

犿

犽＝０

δ犽 ≤

　　 狓
０
－狓

２
＋∑

犿

犽＝０

δ犽 （２３）

　　当犿→＋!

时，有

０≤２∑
＋!

犽＝０

α犽 －犳狓
犽，狓（ ）［ ］

≤

　　 狓
０
－狓

２
＋∑

＋!

犽＝０

δ犽 （２４）

５２５
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　　由参数的已知条件可知

０≤∑
＋!

犽＝０

α犽 －犳狓
犽，狓（ ）［ ］

＜＋!

（２５）

　　另一方面，序列｛犵
犽 ｝有界，设存在犔≥ρ０使

得当犽∈犖 时，有 犵
犽
≤犔；事实上，由 ｛狓犽｝的有

界性也可推断．

利用参数定义可得

γ犽
ρ犽
＝犿犪狓｛１，ρ－１犽 犵

犽 ｝≤
犔
ρ０
，犽∈犖

因此

α犽 ＝
β犽
γ犽
≥
ρ０
犔
β犽
ρ犽
，犽∈犖 （２６）

所以，由式（２５）和式（２６）可知

∑
＋!

犽＝０

β犽
ρ犽
－犳狓

犽，狓（ ）［ ］
＜＋!

（２７）

由式（２７）和式（１）可得犾犻犿狊狌狆
犽→＋!

犳（狓
犽，狓）＝０，

狓∈犛（犳，犉犻狓（犜））．

假设　犃２　当存在狓∈犛（犳，犆），狓
—

∈犆，若

犳（狓
—
，狓）＝犳（狓，狓

—
）＝０，则狓

—

∈犛（犳，犆）．

假设　犃３　当存在狔∈犆时，犳（·，狔）是上半

连续的．

定理２　设犆 是在犚狀 上的非空闭凸子集，

犜：犆→犚狀表示一个稳固非扩张性映射，序列｛犵犽｝
有界，若假设犃１，犃２，犃３成立，令犉犻狓（犜）有界且其

上界犕＞０，均衡函数犳：犚狀×犚狀→犚狀 对于所有的

狓∈犚狀 满足犳（狓，狓）＝０，序列｛犵犽｝有界，则可知由
算法１产生的序列｛狓犽｝收敛到犈犘（犳，犉犻狓（犜））的

一个解．

证明　设狓∈犛（犳，犆），由定理１易知，存在

序列｛狓犽｝的子序列｛狓犽犼｝，满足

犾犻犿狊狌狆
犽→＋!

犳（狓
犽，狓）＝犾犻犿

犼→＋!

犳（狓
犽犼，狓）（２８）

且｛狓犽犼｝有界．因此，存在狓
—

∈犆及子序列｛狓犽犼｝，不

失一般性，可设

犾犻犿
犼→＋!

狓犽犼＝狓
—

（２９）

　　从假设犃２和定理１可知

　犳（狓
—
，狓）≥犾犻犿狊狌狆

犼→＋!

犳（狓
犽犼，狓）＝

　　犾犻犿
犼→＋!
犳（狓

犽犼，狓）＝犾犻犿狊狌狆
犽→＋!

犳（狓
犽，狓）＝０ （３０）

　　从假设犃１可知犳（狓
—
，狓）≤０，故

犳（狓
—
，狓）＝０ （３１）

因此，由假设犃３可知，狓
—

∈犛（犳，犆），再使用定理１

可知，序列｛狓犽－狓
—
｝收敛，联合式（２９）可知

犾犻犿
犽→＋!

狓犽 ＝狓
—
，狓
—

∈犛（犳，犆）

４　结　论

提出了一种求解均衡问题中关于稳固非扩张映

射犜上的不动点集问题的不精确次梯度迭代算法．

通过选择适当的正则参数，验证不精确次梯度算法

的全局收敛性．相对于精确次梯度算法，减少了计算

工作量，同时提高了算法的收敛性．
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［１４］　犐犐犇犝犓犃犎，犢犃犕犃犇犃犐．犃狊狌犫犵狉犪犱犻犲狀狋狋狔狆犲 犿犲狋犺狅犱犳狅狉狋犺犲

犲狇狌犻犾犻犫狉犻狌犿狆狉狅犫犾犲犿狅狏犲狉狋犺犲犳犻狓犲犱狆狅犻狀狋狊犲狋犪狀犱犻狋狊犪狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀狊

［犑］．犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀，２００９，５８（２）：２５１－２６１．

［１５］　犛犃犖犜犗犛犘，犛犆犎犈犐犕犅犈犚犌 犛．犃狀 犻狀犲狓犪犮狋 狊狌犫犵狉犪犱犻犲狀狋

犪犾犵狅狉犻狋犺犿犳狅狉犲狇狌犻犾犻犫狉犻狌犿 狆狉狅犫犾犲犿狊［犑］．犆狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀犪犾牔

犃狆狆犾犻犲犱犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊，２０１１，３０（１）：９１－１０７．

［１６］　犗犘犐犃犔犣．犠犲犪犽犮狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲狅犳狋犺犲狊犲狇狌犲狀犮犲狅犳狊狌犮犮犲狊狊犻狏犲

犪狆狆狉狅狓犻犿犪狋犻狅狀狊犳狅狉狀狅狀犲狓狆犪狀狊犻狏犲犿犪狆狆犻狀犵狊［犑］．犅狌犾犾犲狋犻狀狅犳狋犺犲

犃犿犲狉犻犮犪狀犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮犪犾犛狅犮犻犲狋狔，１９６７，７３（４）：５９１－５９７．

［１７］　犆犚犗犕犅犈犣犌．犃犵犲狅犿犲狋狉犻犮犪犾犾狅狅犽犪狋犻狋犲狉犪狋犻狏犲犿犲狋犺狅犱狊犳狅狉

狅狆犲狉犪狋狅狉狊狑犻狋犺犳犻狓犲犱狆狅犻狀狋狊［犑］．犖狌犿犲狉犻犮犪犾犉狌狀犮狋犻狅狀犪犾犃狀犪犾狔狊犻狊

犪狀犱犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀，２００５，２６（２）：１５７－１７５．

（编辑：石　瑛）

４３５


