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负泊松比负热膨胀超材料微结构拓扑优化设计
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摘要：提出一种拓扑优化设计方法，用于设计同时具有负泊松比和负热膨胀系数的超材料．超材料

是人工设计的复合材料，由微米或纳米结构的周期性阵列组成，并具有天然材料难以具备的超常物

理性质．基于拓扑优化理论，建立了一个表示多材料微观结构的多相边界的水平集模型，并采用数

值均匀化方法来计算微观结构的等效性能，然后通过参数化水平集优化方法实现边界形状的演变

和拓扑结构的设计．通过两个数值算例，给出超材料微结构材料分布的优化结果，证明了设计方法

的可行性，为实现具备特殊性能的人工材料设计提供了一套系统的设计方法．
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　　人类一直感兴趣于寻找具有优越性能的材料和

设计具有特殊属性的新材料［１－４］．近年来，超材料这

一人造复合材料，以其非常规的性质和普遍的应用

性，正受到大量研究者的关注［５－９］．超材料由于周期

性的排列和特殊设计的微米和纳米结构获得其超常

的性能，而不是由于其组成成分．换而言之，内部几

何结构和布局在决定复合材料的特殊性质方面起着

重要的作用．

在工程应用中，温度变化会引起尺寸变化，所以

必须考虑材料和结构的膨胀与收缩．由于大多数材

料的应用环境将经历一系列的工作温度，无论是技

术还是基础研究领域都会关注由温度变化引起的结

构的热膨胀［１０］．热膨胀系数是一个重要的物理量，

用来测量温度对材料尺寸的改变程度．负热膨胀材

料（犖犜犈）在一定的温度升高范围内呈现收缩的热弹

性能．相关研究证明，由三相材料组成的复合材料的

性能可以超越其中单相材料的性能［１１］．因此，极端

的热弹性能的材料通常是通过组合三相传统的材

料，如金属或塑料等，得到一个新的具有周期结构的

复合材料．

泊松比［１］被定义为在单轴拉伸条件下，横向收

缩应变与纵向拉伸应变的比值，这是衡量弹性材料

性能的基本指标．弹性理论允许泊松比为负，但大多

数传统材料泊松比为正．与正泊松比的常规材料相

比，具有负泊松比的材料（犖犘犚）表现出非常规的属

性，即横向拉伸时纵向膨胀，横向收缩时纵向压缩．

由于广泛的应用潜力，自从早期研究工作以来［１２］，

负泊松比材料已经吸引了越来越多的关注．到目前

为止，已有一些方法开发设计拉胀材料［１３－１５］，但鲜

有系统的设计方法用于设计同时表现犖犘犚和犖犜犈

的超材料．

拓扑优化已被确定为是在结构优化领域最有前

途的技术之一［１６］，其中，水平集方法因其具有光滑

的设计边界，并集成了形状优化和拓扑优化，已经成

为一种备受关注的形状结构拓扑优化方法．特别是

参数化水平集方法（犘犔犛犕）
［１７］，已被证明是一个最

强大的主流拓扑形状优化的结构和机制．它能很好

地继承传统水平集方法的优点，并使许多有效的基

于梯度的优化算法［１８］直接应用到水平集方法中［１９］．

因此，本文基于多相水平集模型来设计同时具

有犖犘犚和犖犜犈的超材料拓扑形状．多相水平集模

型是一个显示多材料的边界的水平集函数，该函数

能避免设计域出现材料重叠与空白．文中还将采用

基于犘犔犛犕的超材料微结构设计方法．在这种方法

中，应用了数值均匀化方法来计算复合材料的宏观

等效性能，并使用犘犔犛犕来实现形状和多材料微结

构拓扑演变．最后，通过两个典型的数值算例证明所

提出方法的有效性．

１　 拓扑优化方法

１．１　参数化水平集方法

在水平集方法（犔犛犕）方法中，设计边界通过高

维水平集函数的零水平集形成的隐式边界表

达［２０－２１］．一个水平集函数Φ（狓）要求在参考域犇内

具有犔犻狆狊犮犺犻狋狕连续性．对于本文涉及的多相材料设

计问题，采用犿 个水平集函数相结合来描述犿＋１

相材料，包括无材料相（即孔洞）和犿 相固体材料．

固体材料、边界及孔洞的水平集表达式分别为

Φ
犐（狓）＞０，狓∈Ω

犐
＼Ω

犐

Φ
犐（狓）＝０，狓∈Ω

犐

Φ
犐（狓）＜０，狓∈犇＼（Ω

犐
∪Ω

犐

烅

烄

烆 ）

（１）

式中：犐＝１，…，犿 为某一水平集函数；犿 是水平集

函数的总数；犇为设计参考域，包括所有允许的微

观结构的形状；Ω犐是函数值为正的水平集函数；

Ω
犐表示第犐个水平集函数的设计边界．

在犘犔犛犕方法中，采用紧支径向基函数（犆犛－

犚犅犉）插值得到高维水平集函数，有利于平衡插值精

度和效率．原来的水平集函数可以用犆犛－犚犅犉在预

先指定节点的插值表达，即

Φ
犐（狓，狋）＝φ（狓）犮

犐（狋）＝∑
犖

犻＝１

φ犻（狓）犮犐犻（狋）（２）

形状函数向量为

φ（狓）＝ φ１（狓），φ２（狓），…，φ犖（狓［ ］）犜
∈瓗

犖 （３）

扩展系数向量为

犮犐（狋）＝［犮犐１（狋），犮犐２（狋），…，犮犐犖（狋）］犜∈瓗
犖（４）

式中：犖是设计域内犆犛－犚犅犉节点总数；狋为虚拟

时间．

通过犆犛－犚犅犉狊插值可实现时间和空间的分

离：形状函数为空间函数，膨胀系数仅与时间相关．

２５５
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值得注意的是，用于插值每个隐式水平集函数的

犆犛－犚犅犉狊是相同的．因此，解耦汉密尔顿－雅各比

偏微分方程（犎－犑犘犇犈）的时间相和空间相可得

φ（狓）
犱犮犐（狋）

犱狋
－狏

犐
狀 φ（狓）犮

犐（狋）＝０ （５）

　　正速度矢量狏
犐
狀 为膨胀系数的时间导数，即

狏犐狀 ＝ φ（狓）犮
·
犐（狋）

φ（狓）犮
犐（狋）

犮
·
犐（狋）＝

犱犮犐（狋）

犱狋
（６）

　　由式（６）可知，正速度矢量所涉及的项都是通过

设计域内的节点求得，因此正速度扩展到了整个设

计领域．这样，基于偏微分方程的水平集方程已转化

为代数方程．优化唯一的未知数是插值的膨胀系数，

在优化设计中定义为设计变量，并使用更高效的优

化算法进行迭代．

１．２　三相复合材料的材料模型

通过材料模型［５］，在设计域内的任何计算点狓

的弹性常数犆和热应变系数α可以由两个水平集函

数Φ
１和Φ

２计算得出．

犆犻犼犽犾（狓，Φ）＝犎（Φ
１）（１－犎（Φ２））犆１犻犼犽犾＋

犎（Φ１）犎（Φ２）犆２犻犼犽犾 （７）

α犻犼（狓，Φ）＝（１－犎（Φ
２））α１犻犼＋犎（Φ

２）α２犻犼 （８）

式中，犎（）是赫维赛德阶跃（犎犲犪狏犻狊犻犱犲）函数．两种固

体材料有不同的弹性张量和热应变张量，分别为：

犆１犻犼犽犾和犆
２
犻犼犽犾，α

１
犻犼和α

２
犻犼．犎（Φ

１）可以被视为局部密度

值：犎（Φ１）＝０意味着给定的材料是“孔洞”；

犎（Φ１）＝１表示给定的材料是固体．当犎（Φ１）＝１

时，犎（Φ２）为一个“混合系数”指标：犎（Φ２）＝０表示

给定的材料为固体材料１；犎（Φ２）＝１表示给定的

材料为固体材料２．

１．３　超材料微结构的形状拓扑优化

将在给定的设计域，单胞犢，进行形状拓扑优

化．复合材料的等效弹性张量和热弹系数采用均匀

化方法计算，得

犆犎犻犼犽犾 ＝
１
犢∫犢 ε

０（犻犼）
狆狇 －ε

（犻犼）（ ）狆狇 ·

犆狆狇狉狊ε
０（犽犾）
狉狊 －ε

（犽犾）（ ）狉狊 犱犢 （９）

β
犎
犻犼 ＝

１
犢∫犢 α狆狇－ε

犆（ ）狆狇 ·

犆狆狇犽犾ε
０（犻犼）
犽犾 －ε

（犻犼）（ ）犽犾 犱犢 （１０）

α
犎
犻犼 ＝（犆

犎
犻犼犽犾）

－１
β
犎
犽犾 （１１）

式中：犆犎犻犼犽犾为等效弹性张量；β
犎
犽犾为等效热应力张量；

α
犎
犻犼为等效热应变张量；犆狆狇狉狊为局部变化的弹性张量；

ε
０为单位应变场；犢 为单胞体积；ε为局部变化

的应变场；ε犆


狆狇 为单位热负荷下的热应变场．

设计的目的是在设计领域内和给定材料用量约

束下，优化结构的拓扑和形状来实现目标等效热应

变张量α
犗犫犼
犻犼 和弹性张量犆

犗犫犼
犻犼犽犾．弹性对称如：正交各向

异性、方形对称或各向同性，也应在约束中考虑．

犉犻狀犱：犮１犻，犮２犻（犻＝１，２，…，犖）

犿犻狀犳＝
１
２∑

犱

犻，犼＝１

ω犻犼（α
犎
犻犼－α

犗犫犼
犻犼 ）

２
＋

　
１
２ ∑

犱

犻，犼，犽，犾＝１
η犻犼犽犾（犆

犎
犻犼犽犾－犆

犗犫犼
犻犼犽犾）

２

狊．狋．

　犪（狌，狏，φ）＝犾（狏，φ），狏∈犝犪犱

　犞
１
犿犻狀≤犞

１
≤犞

１
犿犪狓

　犞
２
犿犻狀≤犞

２
≤犞

２
犿犪狓

　犮
１
犿犻狀≤犮

１
犻≤犮

１
犿犪狓

　犮
２
犿犻狀≤犮

２
犻≤犮

２

烅

烄

烆 犿犪狓

（１２）

式中：犮１犻，犮２犻为两套设计变量；犳为目标函数；ω犻犼为

相应热应变张量的加权因子；η犻犼犽犾为相应的弹性张

量的加权因子；狌为位移场；狏为虚拟位移和犝犪犱为

运动容许位移场；犞１犿犻狀，犞１犿犪狓，犞２犿犻狀，犞２犿犪狓分别为固体

材料１和２的体积分数的上限和下限；犮１犿犻狀，犮１犿犪狓，

犮２犿犻狀，犮２犿犪狓分别为两套设计变量的上下界．两相固态

材料的体积分数的计算式为

犞１＝
１
犢∫犢犎（Φ

１）１－犎（Φ２（ ））犱犢

犞２＝
１
犢∫犢犎（Φ

１）犎（Φ２）犱
烅

烄

烆
犢

（１３）

　　由于水平集函数的参数化，许多更高效的基于

梯度的优化算法可用于求解优化问题，例如：移动渐

近线法（犕犕犃）
［１８］．采用犕犕犃需要提供目标函数和

约束条件的关于设计变量的一阶导数．目标函数关

于设计变量的一阶导数表示为

犱犳
犱犮犐
＝∑

犱

犻，犼＝１

ω犻犼（α
犎
犻犼－α

犗犫犼
犻犼 ）
α

犎
犻犼

犮
犐 ＋

　 ∑
犱

犻，犼，犽，犾＝１
η犻犼犽犾（犆

犎
犻犼犽犾－犆

犗犫犼
犻犼犽犾）
犆

犎
犻犼犽犾

犮
犐
，犐＝１，２（１４）

其中，

犆
犎
犻犼犽犾

犮
犐 ＝－

１
犢∫犢（ε

０
狆狇－ε


狆狇（χ

犻犼））犆狆狇狉狊
Φ

犐
·

　（ε０狉狊－ε狉狊（χ犽犾））φ
（狓）

Φ
犐犱犢 （１５）

α
犎
犻犼

犮
犐 ＝

（犆犎
犻犼犽犾）

－１

犮
犐 β

犎
犽犾＋（犆犎

犻犼犽犾）
－１β

犎
犽犾

犮
犐

（１６）

β
犎
犻犼

犮
犐 ＝－

１
犢∫犢（α狆狇－ε

犆

狆狇 ）
犆狆狇狉狊
Φ

犐
·

３５５
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　（ε０
（犻犼）
狉狊 －ε狉狊（χ犻犼））φ

（狓）

Φ
犐犱犢 （１７）

式中：χ犻犼为位移场；α狆狇为局部热应变场．

体积约束相对于设计变量的导数为

犱犞１

犱犮１
＝
１
犢∫犢δ（Φ

１）１－犎（Φ２（ ））φ（狓）犱犢

犱犞２

犱犮１
＝
１
犢∫犢δ（Φ

１）犎（Φ２）φ（狓）犱犢

犱犞１

犱犮２
＝
１
犢∫犢－犎（Φ

１）δ（Φ２）φ（狓）犱犢

犱犞２

犱犮２
＝
１
犢∫犢犎（Φ

１）δ（Φ２）φ（狓）犱

烅

烄

烆 犢

（１８）

式中，δ为狄拉克函数，是犎犲犪狏犻狊犻犱犲函数的一阶导数．

２　数值算例

用来计算位移场，设计域采用４个节点的四边形

单元离散，且水平集的节点与四边形单元的节点一

致．优化过程中，水平集函数采用犕犕犃方法更新设

计变量．收敛准则为连续两次迭代的目标函数值差小

于１０－４，或最大迭代次数达到２００次（基于数值试

验）．设定两相虚拟固体材料的弹性模量：犈１＝犈２＝

１；泊松比：狏１＝狏２＝０．３；热膨胀系数：α１＝１，α２＝１０．

２．１　算例１

算例１设计了一种正交各向异性材料，以实现

负的泊松比（－０．５），以及其在垂直方向上的负热应

变系数（－０．３）．两相固体材料体积分数分别为０．３

和０．１．拓扑形状的演化和收敛过程如图１所示．红

色区域表示固体材料相１，蓝色区域表示固体材料

相２，而白色区域是孔洞．两个水平集的表面和对应

于所得到的拓扑结构的两个固相的零水平集轮廓．

式（１９）为优化所得弹性张量与热膨胀系数．

犆犎＝０．１１７４

１ －０．４４６３ ０

－０．４４６３ 　０．７７５９ ０

０ ０ ０．

熿

燀

燄

燅１３０３

α
犎
＝

　４．１１４１

－０．２６１６

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ０

（１９）

　　由式（１９）可知，优化后材料的泊松比为

－０．４４６３，垂直方向热应变系数为－０．２６１６．

从算例１的迭代过程可以注意到，形状拓扑优

化设计方法的特点是拥有光滑的材料边界和明显的

界线［２０－２１］．此外，在优化过程中，所提出的方法不仅

可以合并初始设计中的孔洞，也可以创建新的孔洞，

以实现最佳的拓扑结构的基本单元．基于所得到的

最优设计（如图２所示），注意到所得的微结构的拓

扑结构与文献［９］所获得的结果相似．可知等效的弹

性和热弹性能是依赖于施加的负载后单胞的内部结

构和变形的方式．因此，设计一种具有极限性能的复

合材料，微结构的设计将会出现类似旋转刚性机

构［１－２］的结构．

图１　目标函数的收敛过程（算例１）

犉犻犵．１　犐狋犲狉犪狋犻狅狀犺犻狊狋狅狉狔狅犳狅犫犼犲犮狋犻狏犲

犳狌狀犮狋犻狅狀（犈狓犪犿狆犾犲１）

图２　固体材料相轮廓图（算例１）

犉犻犵．２　犆狅狀狋狅狌狉狅犳狊狅犾犻犱犿犪狋犲狉犻犪犾（犈狓犪犿狆犾犲１）

２．２　算例２

算例２设计了一个正交各向异性材料，以实现

负的泊松比（－０．６５），以及在水平方向上的负热应

变系数，且热应变系数达到极小值．两相固体材料体

积分数分别为０．２５和０．１０．拓扑形状的演化和收

敛过程如图３所示，式（２０）为优化所得弹性张量．

４５５
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犆犎
＝０．０７３２

１ －０．６６４２ ０

－０．６４４２ １ ０

０ ０ ０．

熿

燀

燄

燅１１０７

α
犎
＝

－３．３５６０

　３．１２２０

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ０

（２０）

　　由式（２０）可知，优化后材料的泊松比为

－０．６４４２，水平方向热应变系数为－３．３５６．

式（２０）结果表明，极端的热膨胀的形成会导致

一个非常低的结构刚度，即实现一个方向的极端热

应变将导致在另一个方向上的一个极端的刚度．因

此，在一个特定的方向设计极端热膨胀材料，应在优

化约束中定义另一方向上的最小刚度值，使设计具

有物理意义．在算例２中，设定垂直方向的体积模量

的下限为０．０９．

材料的等效弹性和热弹性能取决于基本单元的

内部结构和变形方式，为使微结构在加载时发生旋

转，凹角结构的生成是使结构发生较大旋转效果的

关键．在微结构的特定布局下，可以通过类似旋转刚

性机构的微结构基本单元之间的角度变化，使多孔

复合材料整体变形，达到负的极端力学性能指数，即

图３　目标函数的收敛过程（算例２）

犉犻犵．３　犐狋犲狉犪狋犻狅狀犺犻狊狋狅狉狔狅犳狅犫犼犲犮狋犻狏犲犳狌狀犮狋犻狅狀（犈狓犪犿狆犾犲２）

负泊松比和负热膨胀系数．在上述两个数值例子中，

可发现最佳的泊松比和热应变系数不能准确地接近

规定的值．由于拓扑形状优化最初是连续体结构的

一种设计方法，它实际上是利用结构的变形来近似

模拟刚体的旋转效应，因此难以使微结构实现如刚

性连杆机构般的旋转变形．在优化过程中会发生在

折返结构部分的类似铰链结构断开的现象，为保证

优化所得的结果为连续体结构，所得结果无法准确

地达到设定的泊松比和热应变系数．尽管如此，该方

法仍然提供了一个系统的复合材料微结构设计方法，

使材料同时达到预期的负泊松比和负热膨胀系数．

图４　固体材料相轮廓图（算例２）

犉犻犵．４　犆狅狀狋狅狌狉狅犳狊狅犾犻犱犿犪狋犲狉犻犪犾狊（犈狓犪犿狆犾犲２）

３　结　论

利用数值均匀化方法和参数化的水平集方法，

提出了同时具有犖犘犚和犖犜犈性质复合材料的系统

设计方法．数值算例的结果验证了所提出的拓扑形

状设计方法的有效性．材料微结构设计可以从二维

推广到三维，但计算成本将显著增加．同时，该方法

具有拓展至其他类型超材料设计的潜力．
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