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摘要!由
L72*M+.&

和
E*K+M27

提出的
L72*M+.&GE*K+M27

直接法是一种不涉及群运算的求解非线性

偏微分方程的代数方法!不同于经典李群方法!

L72*M+.&GE*K+M27

直接法不需要求解复杂的初值问

题
$

应用
L72*M+.&GE*K+M27

直接法!并且利用相应规则得到非线性耦合
N*'&/)75G0.M.7.(G02,+KH2G

O'*.,2

方程的对称约化
$

同时进一步求得了
N*'&/)75G0.M.7.(G02,+KH2GO'*.,2

方程新的相似变量和

相似解!并与经典李群方法得到的结果进行对比!验证了
L72*M+.&GE*K+M27

直接法与经典李群方法

得到的结果可以互相变换
$

关键词!对称约化"非线性耦合
N*'&/)75G0.M.7.(G02,+KH2GO'*.,2

方程"

L72*M+.&GE*K+M27

直接法
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近年来"人们在不同科学领域中都发现和提出了

用非线性方程来模拟不同的实验模型
$

因此"找到非

线性发展方程的解具有非常重要的研究意义
$

如何求

解非线性发展方程是一项困难的工作"经过数学家们

和物理学家们多年的不懈努力"人们提出了许多有效

的求解非线性发展方程的方法"如%

Y)')*+,*2++

椭圆

函数展开法&
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(达布变换法&
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双线性方法&
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(

反散射方法&

@

'

(李群方法&
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'等
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本文研究
N*'&/)75G0.M.7.(G02,+KH2GO'*.,2

方

程"简称
N00O

方程"其形式如下%
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该方程分别独立地由
N*'&/)75

"

0.M.7.(
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'和

02,+KH2

"

O'*.,2
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'提出
$

耦合
N00O

方程是众多具

有特殊形式
W2U

对的非线性方程之一"并且
N00O

方程可以作为
EZ

族的四约化的一个特殊情况"科

学家们已经构建出它的精确单孤子解
$[\*+)+

和

E2*2+K

&

<@

'发现了方程!

<

#的一个递归算子和一个双

哈密顿结构"

Y2]R2]
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<I

'用
!

种不同的方法"也就是

L.7)GO.

S

/

变换(

O'*.,2

双线性方法和指数函数法"

获得了其多孤子解(多个单孤子解以及平面周期解
$

下面采用
L72*M+.&GE*K+M27

直接法!简称
LE

直接

法#对方程!

<

#进行约化"并求出选取特殊常数后的

新的相似解
$

!

!

方法简介

众所周知"求解非线性系统的约化相似解"有
!

种常用方法%经典李群法(非经典李群法以及
LE

直

接法
$

其中"经典及非经典李群法用到李群的思想"

并且只能得到非线性偏微分方程的部分相似约化
$

<"C"

年"

L72*M+.&

和
E*K+M27

提出将
LE

直接

法应用于
X.K++'&)+

J

方程&
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'和修正的
X.K++'&)+

J

方程&

<=

'

"并得到了新的相似解"而用经典李群法和

非经典李群法是得不到这些结果的
$

这种方法的主

要优点是避免了复杂的群论分析"并且有时能够得

到更多的相似约化结果
$LE

直接法被广泛应用在

求解各种非线性偏微分方程上"如%对称正则长波方

程&
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方程&
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首先介绍相似变换的定义*

设
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确定出相似变量和相似变换
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基于以上"可直接寻求形如式!
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#的解
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将式!
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#代入

到
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中"可得到
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G

#满足的一个常微分方

程"这是偏微分方程的一个一般的相似约化&
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LE

直接法&
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方程
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寻找一个如下形式的相似解
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这是相似约化最一般的形式
$

将式!
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#代入式!
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#中"

并且确保得到的结果是关于
$

!

G

#的常微分方程"

并且限制
+

和它的导数条件"使之能够解出
+

和
$

的具体形式
$

实际上"可以进一步假设方程!

I

#有如下形式

的解
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的待定

函数
$

将式!
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#代入到方程!

I

#中"并且按
$

!

G

#的幂

次及其导数的阶数进行整理
H

为了使得到的结果是

关于
$

!

G

#的常微分方程"需要求
$

!

G

#!或其导数#

的不同幂次项的系数成比例"并且比值只能是
G

的

函数
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因此可得到关于
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#的

超定方程组"便可解得方程!
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#的相似约化
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方程的相似约化
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对于
N00O

方程"应用
LE

法求其对称约化(相
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似变量及相似解的步骤具体如下
$
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可以容易证明"对于大部分方程都存在形
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找出其规范系数!假设为
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/

#

*

!

G

!

C

"

/

##"那么取
*

!

G

#

&

;

!相当于作

变换
$

!

G

#

"$

!

G

#

?

*

!

G

##$

规则
"

!

若
%

:

!

C

"

/

#具有形式
%

:

`

%

:;

!

C

"

/

#

a

&

:

!

C

"

/

#

*

!

G

!

C

"

/

##"那么取
*

!

G

#

&

;

!相当于作

变换
$

!

G

#

"$

!

G

#

?

*

!

G

##$

规则
#

!

若
&

<

!

C

"

/

#具有形式
&

<

`

&

;

!

C

"

/

#

H

*

!

G

!

C

"

/

##"那么取
*

!

G

#

&

<

!相当于作变换
$

!

G

#

"$

!

G

#,

*

!

G

##$

规则
$

!

若
&

:

!

C

"

/

#具有形式
&

:

`

&

;

!

C

"

/

#

H

*

!

G

!

C

"

/

##"那么取
*

!

G

#

&

<

!相当于作变换
$

!

G

#

"$

!

G

#,

*

!

G

##$

规则
%

!

若
G

!

C

"

/

#是由方程
*

!

G

#

G̀

;

!

C

"

/

#

确定的"那么取
*

!

G

#

G̀

!相当于作变换
G

"*

?

<

!

G

##

$

接下来考虑
G

C

的不同取值情况
$

.4

当
G

C

;̀

时"根据上述规则
I

可得"

G

是只

关于
/

的函数"即
G /̀

"因此
F

!

G

#"

I

!

G

#也是只关

于
/

的函数"得到形式为一阶常微分方程的约化方

程
$

因此重点考虑
G

C

'

;

的情况
$
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根据上述
I

个规则"当
G

C

'

;

时"在方程

!

<;

#中由
F

'

和
FF!

前面的系数可知

B

>

&

:

<

G

C

E&

<

G

!

C

)

I

!

<:

#

进一步可得到

&

<

EB

<

>

G

:

C

)

I

因此"利用规则
!

可知

&

<

E

G

:

C

!

<!

#

将
&

<

G̀

:

C

代入方程
&

</

?>

%

<

&

<C

?>

%

<C

&

<

a

&

<CCC

`

&

<

G

!

C

)

@

中"得到

G

CC

G

C

EB

<

<:

G

C

)

@

=;:
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卷
!

由规则
I

可知

*

!

G

#

E

(

)U

S

B

<

<:

(

)

@

5

! #

G

5G

E+

!

/

#

C

D,

!

/

#

再由规则
I

可得到
G

有如下形式

G

E+

!

/

#

C

D,

!

/

# !

<@

#

显然"再由式!

<!

#可得

&

<

E

G

:

C

E+

:

!

<I

#

再将
&

<

`

+

:代入方程
?>

&

:

G

C

`

&

<

G

!

C

)

=

中"并且利

用上述规则
@

"可得

&

:

E+

@

!

<>

#

再由
>

&

<

%

:C

`?:

&

:

G

!

C

*

@

"可得

%

:

EB

<

!

+

!

*

>

C

D

!

!

!

为常数#

由上述规则
:

"便可得到

%

:

E

;

!取
!

E

;

# !

<=

#

以及

%

<

E

;

!

<C

#

将式!

<@

#

#

!

<C

#代入方程
&

<

G

/

?>

%

<

&

<

G

C

a!

&

<CC

G

C

a

!

&

<C

G

CC

a

&

<

G

CCC

`

&

<

G

!

C

)

:

中"可得

C

5

+

5/

D

5

,

/

E+

!

)

:

!

<"

#

又因为
G`

+

!

/

#

Ca

,

!

/

#"方程!

<"

#左边是关于
C

的线性函数"因此
)

:

有如下形式%

)

:

E

J

-

G

D

K

-

式中"

J

-

和
K

-

都是常数
$

因此"有

+

!

!

J

!

+

C

D,

#

D

K

#

E

C

5

+

5/

D

5

,

5/

比较上述方程两边
C

的系数"可得

5

+

5/

E

J

+

@

!

:;

#

5

,

5/

E+

!

!

J

,D

K

# !

:<

#

式中%

J`J

-

$

K`K

-

$

J

和
K

都是常数
$

因此"得到了非线性耦合
N00O

方程的对称约

化为

:

E+

!

F

!

G

#"

,

E+

@

I

!

G

# !

::

#

将上述方程!

:;

#

#

!

::

#代入方程!

<

#中"可得

F

'D

!

B

>F

D

JG

D

K

#

F!

D

:JF

E

;

B

:

I

'D

!

>F

D

JG

D

K

#

I

!

D

@J

I

E

)

;

!

:!

#

!!

接下来考虑方程!

:!

#的不同常数选取
$

.4

当
J ;̀

时"可得到

+E

(

<

"

,E

K(

!

<

/

D

(

:

式中"

(

<

"

(

:

是任意常数
$

N00O

方程的对称约化为

:

E

(

!

<

F

!

G

#"

,

E

(

@

<

I

!

G

#

G

E

(

<

C

D

K(

!

<

/

D

(

:

所对应方程!

<

#的约化方程为

F

'D

!

B

>F

D

K

#

F!

E

;

B

:

I

'D

!

>F

D

K

#

I

!

E

)

;

!

:@

#

其中"

F

'

a

!

?>FaK

#

F! ;̀

的解为椭圆积分"其

形式为

F

EL

(

:F

!

B

KF

:

B

:A

<

F

D

:A槡 :

!

:I

#

式中"

(

<

"

(

:

是常数
$
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当
J

'

;

时"解方程!

:;

#和!

:<

#"分别可

得到

+EB

!

!J/

B

(

<

#

B

<

!

"

,EB

K

J

D

(

:

!

!J/

B

(

<

#

B

<

!

式中"

(

<

"

(

:

是常数
$

N00O

方程的对称约化为

:

E

!

!J/

B

(

<

#

B

:

!

F

!

G

#"

,

E

!

!J/

B

(

<

#

B

@

!

I

!

G

#

G

EB

!

!J/

B

(

<

#

B

<

!

!

C

B

(

:

#

B

K

J

式中"

F

!

G

#"

I

!

G

#由方程!

:@

#决定
$

对以上
LE

直接法得到的相似约化作出适当的

变换"便能够得到由经典李群变换导出的相似约化
$

在经典李群变换中"若
N*'&/)75G0.M.7.(G02,+KH2G

O'*.,2

方程通过如下变换具有不变性"

C

-

E

C

D-

M

!

C

"

/

"

:

"

,

#

/

-

E

/

D-

4

!

C

"

/

"

:

"

,

#

:

-

E

:

D-

+

!

C

"

/

"

:

"

,

#

,

-

E

,

D-

N

!

C

"

/

"

:

"

,

#

$

%

#

则群不变量
G

"

F

!

G

#以及
I

!

G

#能够通过求解以下

特征方程

5C

M

!

C

"

/

"

:

"

,

#

E

5/

4

!

C

"

/

"

:

"

,

#

E

5:

+

!

C

"

/

"

:

"

,

#

E

5,

N

!

C

"

/

"

:

"

,

#

得到
$

在经典李对称中"群变换等价于

:

"

:

D-

!

+

!

C

"

/

"

:

"

,

#

B

M

!

C

"

/

"

:

"

,

#

:

C

B

4

!

C

"

/

"

:

"

,

#

:

/

#

&

:

D-,

:

!!!!

,

"

,

D-

!

N

!

C

"

/

"

:

"

,

#

B

M

!

C

"

/

"

:

"

,

#

,

C

B

4

!

C

"

/

"

:

"

,

#

,

/

#

&

,

D-,

,

!!!!

这里)

,

:

"

,

,

.是
N*'&/)75G0.M.7.(G02,+KH2GO'*.,2

方

程对称方程的解

,

:

/

D

>

,

:

C

:

B

>

,

:

:

C

D,

:

CCC

B

>

,

,

C

E

;

,

,

/

B

:

,

,

CCC

D,

:

,

C

D

>

,

,

/

:

E

#

$

%

;

!

:>

#

!!

下面对应用
LE

直接法求得的式!

::

#进行群论

C;:



!

第
!

期 牛莉莉"等%非线性耦合
N*'&/)75G0.M.7.(G02,+KH2GO'*.,2

方程的对称约化
!

的解释&

:!?:@

'

$

实际上"由已求得的式!

<@

#可得到

5C

5/

E

M

!

C

"

/

"

:

"

,

#

4

!

C

"

/

"

:

"

,

#

EB

+

!C

D,

!

+

即

M

!

C

"

/

"

:

"

,

#

EB

+

!C

D,

!

+

4

!

C

"

/

"

:

"

,

#

!!

同样的方法"由
:`

+

!

F

!

G

#"

,`

+

@

I

!

G

#可

得到

5:

5/

E

+

!

C

"

/

"

:

"

,

#

4

!

C

"

/

"

:

"

,

#

E

:

+

!:

+

5,

5/

E

N

!

C

"

/

"

:

"

,

#

4

!

C

"

/

"

:

"

,

#

E

@

+

!,

+

即

+

!

C

"

/

"

:

"

,

#

E

:

+

!:

+

4

!

C

"

/

"

:

"

,

#

N

!

C

"

/

"

:

"

,

#

E

@

+

!,

+

4

!

C

"

/

"

:

"

,

#

!!

因此"方程的对称约化具有如下形式%

,

!

C

"

/

"

:

"

,

#

E

,

:

,

$

%

)

*

,

E

! #

+

N

B

M

:

C

,

$

%

)

*

C

B

4

:

/

,

$

%

)

*

/

E

4

+

:

+

!:

D+

!:

C

C

D,

!:

C

B+

:

/

@

+

!:

D+

!,

C

C

D,

!,

C

B+

,

$

%

)

*

/

!

:=

#

若假设
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5/

EB

!J

+

!

4

"

4

E

4

!

/

#

即当
J

'

;

时
4`

+

!

"当
J ;̀

时
4 <̀

"式!

:=

#求

得的
,

也是式!

:>

#的解"也即由
LE

直接法求得的

相似约化也可由经典李对称方法求得
$

#

!

结论与展望

首先介绍了
LE

直接法求解偏微分方程的基本

思想及具体步骤"并应用于
N*'&/)75G0.M.7.(G

02,+KH2GO'*.,2

方程"得到了方程的对称约化以及

其相似解
$

另外"比较了
LE

直接法和经典李群法的

约化结果"可知
LE

直接法的结果可以推导出经典

李群法的结果"即两种方法求得的结果可以互相变

换
$

如何寻找其他类型的偏微分方程的约化结果也

是今后的研究重点之一
$
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通过解析解和拟合得到的刚度公式"得到了滚

珠丝杠在已知参数下的综合尺寸效应系数计算公

式"与仿真结果进行比对"结果表明"其误差较小
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相

较于先前单纯考察丝杠某一参数的刚度的研究"本

文的公式将丝杠的所有参数都包含在了计算分析的

范围中"使得到的公式具有更好的准确性"且应用范

围更加广
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专利所述方法计算所得的结果更精确"适用性更强
$

参考文献!

&

<

'

!

中华人民共和国国家质量监督检验检疫总局"中国国

家标准化管理委员会
$[X

,

6<=IC=$@?:;;C

滚珠丝

杠副"第
@

部分%轴向静刚度&

0

'

$

北京%中国标准出版

社"

:;;"$

&

:

'

!

#QBP0LOZ$AK*W)T)&+52K)*

S

*.

3

&.+)]

-

M7'+411.41

T)72+,),)* EK

3

)7

3

)R'&5),*')T)

&

_

'

$XK41

%

012M)*

8)*72

3

"

:;;C$

&

!

'

!

李东君
$

滚珠丝杠副轴向静刚度测试方案研究&

#

'

$

机

床与液压"

:;<<

"

!"

!

<;

#%

<<:?<<@$

&

@

'

!

李东君
$

滚珠丝杠副轴向静刚度的分析&

#

'

$

机械强

度"

:;<I

"

!=

!

I

#%

"!;?"!@$

&

I

'

!

徐凤翔
$

滚珠丝杠副轴向静刚度理论分析及试验平台

开发研究&

N

'

$

南京%南京理工大学"

:;<@$

&

>

'

!

_F00Q[FB6

"

LQB6BQ%NZ$O.H.

3

)&']2,'.&./1)7'427

T)2HG7'M)+,*K4,K*)+

%

2

SS

7'42,'.&,.+'&

3

7)GR277)542*T.&

&2&.,KT)+

&

#

'

$L.H

S

K,2,'.&27_)412&'4+

"

:;;C

"

@<

!

:

#%

!!I?!@>$

&

=

'

!

NQNQWQ%Q

"

_P66QOFNV _

"

[BPO E

"

), 27$

Z2*2H),*'4 H.5)7'&

3

./T277+4*)R +

S

'&57)+

&

#

'

$

Z*.5K4,'.&F&

3

'&))*'&

3

"

:;<;

"

@

!

>

#%

>:I?>!<$

&

C

'

!

Q90b0V&4$ZNd5.4KH)&,2,'.&/.**)7)2+)<I$;

&

NX

,

PW

'

$

&

:;<>?;C?:"

'

$<@C$:;@$C<$:;>

,

Q90b0

,

*)25H)$1,H7$

&

"

'

!

X.+41B)U*.,1V&4$Z*)4'+'.&T277+4*)R 2++)HT7')+

B!<;F9!!;<

&

NX

,

PW

'

$

&

:;;C?;=?;<

'

$1,,

S

%

.

RRR$*)U*.,1GMT1$4.H

,

S

5/

,

XQWW0LBFY$

S

5/$

&

<;

'

!

QV6LOV0P9#

"

XBPY9 # Q L$61) 7.

3

&.*H27

5'+,*'TK,'.&

&

_

'

$L2HT*'5

3

)+1'*)

%

L%ZQ*41'()

"

<"=>$

!编辑%石
!

瑛

4444444444444444444444444444444444444444444444

#

!上接第
:;"

页#

&

<=

'

!

LWQBE0P9ZQ$9)R +'H'72*',

-

+.7K,'.&+/.*,1)

H.5'/')5X.K++'&)+

J

)

J

K2,'.&

&

#

'

$#.K*&27./Z1

-

+'4+

Q

%

_2,1)H2,'427 2&5 [)&)*27

"

<"C"

"

::

!

<!

#%

:!II?:!>=$

&

<C

'

!

LWQBE0P9ZQ$9)R +'H'72*',

-

*)5K4,'.&+ 2&5

Z2'&7)(n2&27

-

+'+/.*,1)+

-

HH),*'4*)

3

K72*'+)57.&

3

R2()2&5H.5'/')5X)&

^

2H'&GX.&2G_21.&)

-

)

J

K2,'.&+

&

#

'

$#.K*&27./Z1

-

+'4+Q

%

_2,1)H2,'4272&5[)&)*27

"

<"C"

"

::

!

<C

#%

!C:<?!C@C$

&

<"

'

!

LWQBE0P9ZQ

"

W%NWPY N E$ 0

-

HH),*

-

*)5K4,'.&+

"

)U24,+.7K,'.&+

"

2&5Z2'&7)(n2&27

-

+'+/.*2

3

)&)*27'])5 X.K++'&)+

J

)

J

K2,'.&

&

#

'

$#.K*&27 ./

_2,1)H2,'427Q&27

-

+'+2&5Q

SS

7'42,'.&+

"

<""@

"

<C>

!

<

#%

<!:?<II$

&

:;

'

!

LWQBE0P9ZQ$9.&472++'427+

-

HH),*

-

*)5K4,'.&+./

,1) X.K++'&)+

J

)

J

K2,'.&

&

#

'

$L12.+

"

0.7',.&+ c

d*24,27+

"

<""I

"

I

!

<:

#%

::><?:!;<$

&

:<

'

!

LWQBE0P9ZQ

"

_Q90dVFWNFW

"

ZBVF06WFb6#$

0

-

HH),*')+./2472++./&.&7'&)2*,1'*5G.*5)*

S

2*,'27

5'//)*)&,'27)

J

K2,'.&+

&

#

'

$_2,1)H2,'4272&5L.H

S

K,)*

_.5)77'&

3

"

<""=

"

:I

!

C

,

"

#%

<"I?:<:$

&

::

'

!

XW%_Q9[Y

"

LPWF#N$0'H'72*',

-

H),1.5+/.*

5'//)*)&,'27)

J

K2,'.&+

%

2

SS

7')5H2,1)H2,'427+4')&4)+

&

_

'

$9)Rb.*M

%

0

S

*'&

3

)*

"

<"=@$

&

:!

'

!

_Q9#$0'H'72*',

-

*)5K4,'.&+2&5Z2'&7)(n

S

*.

S

)*,

-

./

4.K

S

7)5 E58 )

J

K2,'.&+

&

#

'

$L.HHK&'42,'.&+ '&

61).*),'427Z1

-

+'4+

"

:;;C

"

@"

!

:

#%

:=I?:C;$

&

:@

'

!

QNF_EB

"

EOQWVe%FL _$P&,1)+.7K,'.&+2&5

4.&+)*(2,'.&72R+./,1)4.K

S

7)5N*'&/)75G0.M.7.(G

02,+KH2GO'*.,2+

-

+,)H

&

#

'

$X.K&52*

-

827K)Z*.T7)H+

"

:;<@

"

:;<@

%

:@C$

!编辑%董
!

伟#

@I:


