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上 海 理 工 大 学 学 报
;<=>

年 第
!"

卷
!

5%

!

,

#

%

!

%

则
!

(

常数
%

证明
!

假设
!

不是常数#由条件可知$

!

的零点

均为实数#极点重级至少为
!

#

!

J<

#

$

;

!

!

$

#%

断言$

!

!

!

$

"

@

=

$

;

'

<

假设在复平面
"

上
!

!

!

$

"

)

=

$

;

#令集合
IJ

+

$

$

!

!

$

"

J

!

,

4

+

<

,#则
I

在复平面
"

上无聚点
%

由

条件可知在
"

-

I

上有
!

,

!

!

$

"

@

=

$

;

#

!

!

!

$

"

@

=

$

;

#故

由
WI+P(-V

定理可知
!

!

!

$

"

@

=

$

;

(

<

或
!

!

!

$

"

@

=

$

;

'

<%

若
!

!

!

$

"

@

=

$

;

(

<

#则
!

!

$

"

J@

=

$

X*

#这与
!

的极

点重级至少为
!

矛盾#从而在
"

-

+

<

,上
!

!

!

$

"

@

=

$

;

'

<%

令
J

,

!

$

"

J

=

!

,

!

!

$

"

@

=

$

;

#则
J

,

在复平面
"

上全

纯#

J

,

!

<

"

J<

#且在
"

-

+

<

,上
J

,

!

$

"

#

=

!

!

!

$

"

@

=

$

;

%

由于对任意的
&*

<

#在
!

!

!

<

#

&

"上
!

!

!

$

"

@

=

$

;

'

<

#

由最大模原理知+

J

,

,在
!

!

<

#

&

"一致收敛
%

因此#

$J<

时#

!

!

!

$

"

@

=

$

;

'

<

#故在复平面
"

上#

!

!

!

$

"

@

=

$

;

'

<

#断言成立
%

由定理
>

知
!

!

$

"为有理函数#分两种情形

讨论
%

情形
!

!

若
!

!

$

"为多项式#则
!

!

!

$

"也为多项

式#这与
!

!

!

$

"

J

=

$

;

X*

=

矛盾
%

情形
"

!

若
!

!

$

"为非多项式有理函数#设

K

!

$

"

J

!

!

$

"

X

=

$

X$

#则
K!

!

$

"

J

!

!

!

$

"

@

=

$

;

X=

'

=

#则由引理
?

可知
K

!

$

"

J$X*X

4

!

$XD

"

;

%

这里

4

!

'

<

"#

D

#

*

为常数#

;

为正整数
%

因此
!

!

$

"

J

@

=

$

X*X

4

!

$XD

"

;

%

由于
!

的极点重级至少为
!

#

从而得到
DJ<

#

;

"

!

#从而
!

!

$

"

J@

=

$

X*X

4

$

;

%

由于
!

不是常数#

!

,

#

!

#且
!

!

<

"

J

!

#

!

!

$

"

)

!

#故由
WI+P(-V

定理知存在
$

,

+

<

#使得
!

,

!

$

,

"

J

!

%

又因为
!

,

!

<

"

'

!

#故
$

,

'

<%

因为
!

!

<

"

J

!

#但
!

!

$

"

)

!

#则存在
&*

<

#使得

!

#

!

,

在圆周+

$

$

$ J

&

,上全纯#且
!

!

L

"

,

,

,

!

!

L

"

#

L

J<

#

=

#

;

#-#所以有

=

;

%

(

5

$

G

&

!

,

!

F

=

$

! "

;

!

!

,

!

F

=

$

;

6$

,

,

=

;

%

(

5

$

G

&

!

!

F

=

$

! "

;

!

!

!

F

=

$

;

6$

!!

因为上式两端都是整数#故对充分大的
,

有

!

"

%

#

5

"

#

&

$%

!

F

!

$

! "

"

!

!

,

!

F

!

$

"

6$

G

!

"

%

(

5

$

G

&

!

!

F

!

$

! "

"

!

!

!

F

!

$

"

6$

!!

由幅角原理可知

,

&

#

=

!

,

!

F

=

$

0

1

2

3

;

F

, &

#

!

,

!

F

=

$

! "

;

G

,

&

#

=

!

!

F

=

$

0

1

2

3

;

F

, &

#

!

!

F

=

$

! "

;

又由于
!

!@

=

$

;

J@

;4

$

;X=

#故
,

&

#

=

!

!@

=

$

0

1

2

3

;

J<

#

,

&

#

!

!@

=

$

! "

;

J;X=%

又因为
!

,

在
!

!

<

#

&

"上有

;

个非零极点!计重级"#设
!

,

的极点为
$

=

#-#

$

&

!

&

"

=

"#其重级记为
'

=

#-#

'

&

#则
6

&

'

#

!

'

'

#

(

!

(

"

$

"

%

而
$

+

为
!

,

!

的
'

+

X=

重极点#

6

&

'

#

!

'

'

)

! "

!

#

(

)

&

"

(

)

!

#故
,

&

#

!

,

!@

=

$

! "

;

"

;X!

#从而

,

&

#

=

!

,

!@

=

$

0

1

2

3

;

"

;

#故
!

,

!@

=

$

;

在
!

!

<

#

&

"上有零

点#这与引理条件
!

,

!

'

=

$

;

矛盾
%

从而
!

(

常数#引理得证
%

$#'

!

定理
%

的证明

由定理
!

的证明知
!

在
!

!

上正规#只需要证明

!

在
$J<

处正规即可
%

令
!

=

J

+

JJ$

;

!

$

!

%

!

,#

对任意的
!

%

!

#由定理条件知
!

!

!

<

"

'

!

#因此

!

!

<

"

'

!

#所以对任意的
J

%

!

=

#

J

!

<

"

J<

#显然

!

=

在
!

!

上正规
%

下面证
!

=

在
$J<

处正规
%

假设
!

=

在
$J<

处不正规#由引理
=

知#存在点

列
$

,

+

<

#正数列
#

,

+

<

X

#函数列+

J

,

,

%

!

=

#使得

(

,

!

$

"

J

J

,

!

$

,

X

#

,

$

"

#

,

J

!

$

,

X

#

,

$

"

;

!

,

!

$

,

X

#

,

$

"

#

,

#

%

(

!

$

"

<=!



!

第
#

期 赵海燕#等$涉及实零点的亚纯函数的
K(53+6

型定理
$ !

其中#

(

!

$

"为非常值有穷级亚纯函数#且满足

(

"

!

$

"

$

(

"

!

<

"

J#X=%

然后分情形讨论
%

情形
!

!

$

,

#

,

+

!

%

断言$

3%

(

!

$

"

J<

#

(

!

!

$

"

$

#

&

Q%

(

!

!

$

"

'

=

&

5%

(

!

$

"的零点在一直线上
%

先证断言
3%

设存在
$

<

使
(

!

$

<

"

J<

#则
(

!

$

"

)

<

#

由
WI+P(-V

定理知#存在
$

,

#

$

,

+$

<

#对充分大的
,

有

(

,

!

$

,

"

J<%

而
(

,

!

$

,

"

J

!

$

,

X

#

,

$

,

"

;

!

,

!

$

,

X

#

,

$

,

"

#

,

#

则或者
$

,

X

#

,

$

,

J<

#或者
!

,

!

$

,

X

#

,

$

,

"

J<%

若

$

,

X

#

,

$

,

J<

#则
$

,

J@

$

,

#

,

#令
,

+

!

#得到
$

<

J

!

#

矛盾#从而有
!

,

!

$

,

X

#

,

$

,

"

J<%

由定理条件知
!

,

!

$

,

X

#

,

$

,

"

J<

#7

!

$

,

X

#

,

$

,

"

;

.

!

!

,

!

$

,

X

#

,

$

,

"

7$

#%

从 而
7

(

!

!

$

"

7

J

8(E

,

+

!

(

!

,

!

$

,

"

J8(E

,

+

!

7

;

!

$

,

X

#

,

$

,

"

!

,

!

$

,

X

#

,

$

,

"

X

!

$

,

X

#

,

$

,

"

;

!

,

!

!

$

,

X

#

,

$

,

"

7$

#

#故断言
3

成立
%

再证断言
Q%

设存在
$

<

使得
(

!

!

$

<

"

J=

#则

(

!

!

$

"

)

=

#否则
(

!

$

"

($

X*

#经简单计算
(

"

!

<

"

J

=

=X *

;

/

# X=

#矛盾
%

因此存在
$

<

的邻域

-

!

$

<

"#使得
(

,

!

$

"在
-

!

$

<

"上全纯#且
(

,

!

$

"

#

(

!

$

"#

(

,

!

!

$

"

#

(

!

!

$

"#由

(

,

!

!

$

"

G

;

!

$

,

H#

,

$

"

!

,

!

$

,

H#

,

$

"

H

!

!

$

,

H#

,

$

"

;

!

,

!

!

$

,

H#

,

$

"

G

!

!

$

,

H#

,

$

"

;

!

,

!

$

,

H#

,

$

"

#

,

;

#

,

!

$

,

H#

,

$

"

H

!

!

$

,

H#

,

$

"

;

!

,

!

!

$

,

H#

,

$

"

G

!

(

,

!

$

"

;

!

$

,

/

#

,

H$

"

H

!

!

$

,

H#

,

$

"

;

!

,

!

!

$

,

H#

,

$

"

得

!

$

,

X

#

,

$

"

;

!

,

!

!

$

,

X

#

,

$

"

J

(

,

!

!

$

"

@

(

,

!

$

"

;

$

,

/

#

,

X

$

!!

再由
WI+P(-V

定理知存在点列
$

,

#

$

,

+$

<

#当

,

充分大时有!

$

,

X

#

,

$

,

"

;

!

,

!

!

$

,

X

#

,

$

,

"

J=%

这

与定理条件矛盾#故断言
Q

得证
%

再证断言
5%

不妨设
(

!

$

"至少有
!

个不同的零

点#记为
$

=

#

$

;

#

$

!

%

又由
(

,

!

$

"

J

J

,

$

,

X

#

,

! "

$

#

,

J

!

$

,

X

#

,

$

"

;

!

,

!

$

,

X

#

,

$

"

#

,

#

%

(

!

$

"和
WI+P(-V

定理

知#当
&*

<

时#存在点列
$

,

#

+

%!

&

!

$

+

"#

+J=

#

;

#

!

#

当
,

充分大时有
!

$

,

X

#

,

$

,

#

+

"

;

!

,

!

$

,

X

#

,

$

,

#

+

"

#

,

J

<%

由断言
3

知
!

,

!

$

,

X

#

,

$

,

#

+

"

J<%

由定理条件
!

,

!

$

"的零点在一直线上#可得到

!

$

,

X

#

,

$

,

#

!

"

@

!

$

,

X

#

,

$

,

#

=

"

!

$

,

X

#

,

$

,

#

;

"

@

!

$

,

X

#

,

$

,

#

=

"

J1

,

!

1

,

为实常数"#

即$,

#

!

@

$

,

#

=

$

,

#

;

@

$

,

#

=

J1

,

%

令
,

+

!

得到$

!

@

$

=

$

;

@

$

=

J1

<

!

1

<

为实常数"

%

即

$

=

#

$

;

#

$

!

在一直线上#由
$

=

#

$

;

#

$

!

的任意性可知

(

!

$

"的零点在一直线上#断言
5

得证
%

显然 #

(

!

$

"的极点重级至少为
!%

故由定理
!

的证明知上述
(

!

$

"不存在
%

情形
"

!

$

,

#

,

+"

#

"

为有穷复数

令

M

,

!

$

"

G#

,

!

,

!

#

,

$

"

G

!

#

,

$

"

;

!

,

!

#

,

$

"

#

,

$

;

G

!

!!

$

,

H#

,

!

$F

$

,

/

#

,

""

;

.

!

!

,

!

$

,

H#

,

!

$F

$

,

/

#

,

"""/

#

,

$

;

#

%

!

(

!

$F"

"

=

$

;

G

M

!

$

"

则
(

!

$

@

"

"在
$

J<

处的零点重级至少为
;

#所

以
M

!

<

"

'

!

%

显然易得$

M

,

!

$

"

J<

# $

;

M

,

!

!

$

"

$

#

&

M

,

!

$

"的零点均为实数&

M

,

!

$

"的极点重级至少为

!

&

M

,

!

!

$

"

'

=

$

;

%

故由引理
>

知
M

!

$

"

(

常数
%

下证

这样的
M

!

$

"不存在
%

令
M

(

*

!

*

为常数"#由于
(

为非常值亚纯函

数#故
*

'

<

#由
M

,

!

$

"

J

#

,

!

,

!

#

,

$

"知#当
,

+

!

时

!

,

!

<

"

J

M

,

!

<

"

#

,

+

!

#下面再分两种情形讨论
%

情形
"#!

!

假设存在
&*

<

#使得对任意的
$

%

!

!

<

#

&

"#有
!

,

!

$

"

'

<

#则由定理条件
!

,

!

$

"

'

=

$

;

和

引理
#

可知+

!

,

,在
!

!

<

#

&

"上正规#这与假设没有

!

的子列在
$J<

处正规矛盾
%

情形
"#"

!

假设对任意的
&*

<

#在
!

!

<

#

&

"内

存在点列
$

8

,

#

$

8

,

+

<

时
!

,

!

$

8

,

"

J<

#令
$

8

,

为
!

,

模

最小的零点#由定理条件
!

,

只有实零点知
$

8

,

%

A

#

==!



!!!!!!!

上 海 理 工 大 学 学 报
;<=>

年 第
!"

卷
!

由
M

,

!

$

"

J

#

,

!

,

!

#

,

$

"

+

*

!

'

<

"#得$

8

,

#

,

+

!

#令

M

8

,

!

$

"

J$

8

,

!

,

!

$

8

,

$

"#则在
!

内
M

8

,

!

$

"

'

<

#且

M

8

,

!

!

$

"

J

!

$

8

,

"

;

!

,

!

!

$
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