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基于均值漂移模型的异常值检测方法

张探探，    樊亚莉，    钟先乐
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：由于异常值的存在对统计推断有很大影响，因此异常值检测是数据分析中的一个重要步

骤。对于横截面数据的线性模型，改写模型的设计矩阵后，基于均值漂移模型，利用系数压缩估

计方法来进行异常值检测。由于系数压缩估计中调节参数的选择对检测效果有很大影响，基于两

种调节方法的加权，提出了一种新的调节方法。数值模拟结果表明，使用这种基于均值漂移模型

的异常值检测调节方法，可以显著降低犯两种错误的概率。
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Outlier Detection Method Based on the Mean Shift Model

ZHANG Tantan，      FAN Yali，      ZHONG Xianle
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: Outlier detection is an important part for data analysis, since outliers can infect the statistical
inference evidently. The design matrix in a linear model for cross sectional data was rewritten, and an
outlier detection method was proposed based on the mean shift model by using the coefficient shrink
estimation. Because the selection of tuning model parameters is very important for outlier detection, a
new tuning method based on a weighted tuning process was proposed. The numerical simulation results
show that  when  the  new tuning  method  is  applied  in  the  outlier  detection  procedure,  two  false
identification probability can be decreased observably.

Keywords: outlier detection; parameter tuning; mean shift model; coefficient shrink estimation

 

1    问题的提出

近些年，随着人们对数据重视程度的增加，

统计分析的应用也越来越广泛。但在大量的数据

中，异常值的存在一直是一个问题。简单地说，

异常值就是指那些少数的与数据主体不属于同一

分布的数据值。在数据分析中，对异常值的检测

是统计分析工作的重要部分。这是因为：一方

面，如果无视异常值的存在而直接对其进行建模

分析，必定会影响到分析效果，甚至会导致得出

错误的结论；而另一方面，异常值又经常含有某

些值得注意的信息。有时候它的出现说明了新情
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况或新事物的出现，比如经济模型中某个经济政

策的颁布，疾病监控模型中某个激素含量的变

化。这些情形下，异常值本身可能更值得关注。

异常值的概念从 1777年被 Bernoulli第一次提

出之后，人们对它的研究就一直没有停止过。二

十世纪以来，Abraham等[1-2]，Cook[3-4]也在这个方

面作了大量的研究工作。总体来说，传统的异常

值检测方法可以分为两大类。第一类是基于残差

分析。由于残差往往揭示了模型基本假设的大部

分信息，因此残差及其各种变体可以作为很重要

的检测统计量，参见文献[5-7]。第二类是基于影

响分析。例如常见的点删除方法，是通过检测一

个观测点被删除前后对模型的影响力，从而判断

它是否为异常值，参见文献[3-4]。文献[8]则是构

造了观测值的影响矩阵来进行异常值诊断。近年

来，有一种新的异常值检测方法，该方法利用基

于系数压缩估计的变量选择方法来进行异常值检

测。例如，She等[9]在均值漂移模型中引进系数压

缩估计方法对漂移项进行惩罚，从而达到异常值

检测的效果。

围绕异常值检测的各种方法，人们往往关心

这些方法犯两种错误的概率。第一种错误称之为

掩盖现象，即只检测出数据中的部分异常值，而

遗漏了其他的异常值；第二种错误称之为淹没现

象，即一些正常的观测值被认作异常值。文献

[4]认为点删除方法容易犯第一种错误。文献[10]研
究多个异常值的检测，并认为他们的方法可以有

效降低犯这两种错误的概率。文献[8]的方法致力

于减少掩盖现象的发生。文献[9]比较了基于压缩

估计的异常值检测方法与传统方法的优劣，研究

认为，前者比传统方法更能有效地降低犯两种错

误的概率。

本文对文献[9]中异常值的检测方法进行了改

进和推广。具体来说是在线性回归模型中，基于

均值漂移模型和系数压缩估计方法，对漂移项进

行惩罚，从而达到对异常值进行检测的效果。通

过大量模拟发现，惩罚项中调节参数的选取对异

常值检测的效果至关重要。因此，提出了一种新

的调节方式，对 BIC（Bayesian information criterion）
准则和 CV（cross validation）准则选出来的调节参数

进行加权平均，作为最终的调节参数。模拟计算

证明，该调节方式既保持了原方式的优良之处，

又显著改善了原方式失效的情况。随后，通过大

量的模拟比较了上述方法应用于最小绝对压缩选

择算子方法（LASSO）[11]、带有光滑截断绝对差的

惩 罚 似 然 方 法 （ SCAD） [12]、 硬 截 断 惩 罚 方 法

（HARD）[13]等惩罚方式的结果，并与文献[7]的结

果相比较，证实了本方法的有效性及其显著优

势。

2    模型和方法

2.1    均值漂移模型

多元线性回归模型的一般形式为
yi = β0+β1xi1+β2xi2+ · · ·+βpxip+εi, i = 1,2, · · · ,n

βi (i = 0,1, · · · , p)

εi ∼ N
(
0,σ2

)
i = 1,2, · · · ,n

式中： 是未知的回归系数；假设

， 。将此线性模型以矩阵

的形式简写成

Y = Xβ+ε （1）

Y = (y1,y2, · · · ,yn)T X =
(
1, x1, x2, · · · , xp

)
xi = (x1i, x2i, · · · , xni)T

ε = (ε1, ε2, · · · , εn)T

式 中 ： ； ；

1 为元素为 1的 n维列向量； ；

  。若对每个观测值引入一个新的

变量，即异常值示性变量 γi。若 γi=0，则说明第

i个观测值不是异常值，否则是异常值。将模型

（1）扩展为

Y = Xβ+γ ·1+ε （2）

γ = (γ1,γ2, · · · ,γn)T式中， 。模型（2）就是均值漂移

模型，也是本文所使用的模型。

2.2    估计方法

针对模型（2），需要最小化的目标函数是

f (β,γ,λ) =
1
2
∥Y−Xβ−γ∥22+

n∑
i=1

Pλ (γi) （3）

n∑
i=1

Pλ (γi)

γ

β γ β

γ β γ

β̂ γ̂ β̂

γ̂ γ̂i , 0

式中， 是惩罚函数项，λ>0是惩罚函数中

的调节参数。与文献[9]相似，这里假设 是稀疏

的，由于  和 对于式（3）给出的目标函数关于 和

都是凸的，因此可以交替对 和 进行优化，具

体优化步骤详见第 3节。根据一定的调节标准，

选定一个大小适中的 λ值。对于给定的 λ值，式

（3）的最小值点记为 与 。 是回归系数的估计，

则是异常值示性函数的估计。若 ，则意味

着第 i个观测值为异常值。

在本文中，考虑了 3种惩罚函数，与之相对

应的截断函数如下：

LASSO截断函数 Θlasso (x;λ)=
{

0, |x| ⩽ λ
x− sign(x)λ, |x| > λ
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HARD截断函数 Θhard (x;λ)=
{

0, |x| ⩽ λ
x, |x| > λ

SCAD截断函数 Θscad (x;λ;a) =
(|x| −λ)+sign(x) , |x| ⩽ 2λ
a−2−1 {(a−1) x − sign(x)aλ

}
, 2λ < |x| ⩽ aλ

x, |x| > aλ

(·)+其中， 表示函数的正部。这里 SCAD截断函数

的参数除 λ外还有参数 a。根据文献[13]的建议，

a的最佳取值为 3.7，故本文使用此值。

3    算法

3.1    算法步骤

使用迭代算法进行计算，步骤分为以下几步。

β

β̂ γ(0) = Y−Xβ̂

β γ

γ(0) =

γ(0) = Y−Xβ̂

X = QR.
β

第一步，用一种稳健的方法对 进行估计，得

到一个初始值 ，之后计算 。在本文

以及文献[9]中，目标函数关于 和 都是凸的，因

此初始点的选择并不是很关键，甚至可以让

0，所以同文献[9]一致，使用初始值 。

随后，将 X进行 QR分解，得 模拟发现，

通过不同的方法对 进行初始估计时，最终结果差

别不大。在本文中，使用的方法是MM估计。

∥∥∥(I−H)Y/
√

diag(I−H)
∥∥∥∞

H = H (x) = X
(
XTX

)−1
XT

第二步，确定调节参数 λ的取值范围。将

设为最大值，以步长–0.1
进行取值至 0。其中，I是 n维单位矩阵，H是帽

子矩阵， 。

Y∗ = Y−γ(i) β(i) = R−1QTY∗

r = Y−Xβ(i)

第三步，计算 ， ，以

及 。

γ(i+1) = Θ (r,λ) γ

第四步，通过所选用惩罚函数产生的截断函

数计算 ，由此得到一个新的 。∥∥∥γ(i+1)−γ(i)
∥∥∥∞ < ε γ

β γ

第五步，通过 判断 是否收

敛。其中， ε是一个极小的值，文中取值为

0.000 1。如果未收敛，继续运行第三步和第四步

进行迭代。若收敛，则可结束迭代，得到最终的

的估计以及 的估计。

3.2    调节方式

λ λ

β̂(λ) γ̂(λ)

λ β̂(λ)

γ̂(λ)

在 的取值范围内，对一个给定的 ，迭代后

得到了相对应的 以及 。此时需要通过一些

准则来确定哪个 是最优的，其对应的 以及

也 将 被 最 终 采 用 。 目 前 已 有 AIC（ Akaike
information criterion），BIC，CV等调节方式。文

献[9]采用了一种经过优化的 BIC方式。本文模拟

过程中发现使用这种方式选择 λ时，会导致第二

种错误概率较高。故本文对其进一步优化，记作

BICM。

BICM (λ) = mlog
(RS S M

m

)
+ k (λ)

(
log m +1

)
m = n− p RS S M =

∥∥∥(I−H) (Y− γ̂).2
∥∥∥

2

k (λ) = DF (λ)+1 (Y− γ̂).2 Y− γ̂
DF (λ) γ̂(λ)

λ

β β̂(λ) β̂(λ)

λ λ

λ

λ λ

λ

λ

式 中 ： ； ；

  ；   是指对 所得矩阵的

每一元素都进行平方； 是 中非零值的数

目。优化之后的效果有所提升。但这两种基于

BIC的调节方式都存在一个共同的问题，即当异

常值相对于整体的偏差较小时，选择的效果很不

理想。考虑到这种情况，本文又考虑了 CV方

法，其具体步骤如下所述。首先，先给定一个 ，

然后依次选取出数据中的一组，并使用剩下的数

据对 进行估计得到 ，然后使用该 估计相应

被选取的一组数据，并得到一个残差。对所有的

数据组依次进行选取计算，最后得到一系列残

差，将这些残差相加得到总的残差和。这个残差

和就是与该给定的 相对应的残差和。在 的取值

范围内所得到的最小的残差和对应的 值就是应使

用的 值。但经大量模拟发现，CV方式选择的

值会偏小，导致惩罚力度偏小。同时，BICM 方式

选择的 又偏大，惩罚力度太强。故综合考虑这两

种方式，对 BICM 和 CV方式所选的 进行加权

平均。
λ = (1−M)λBICM +MλCV

λBICM λ λCV

λ

式中： 是由 BICM 选择得到的 ； 是由

CV选择得到的 。通过模拟发现，调节结果最好

时的系数M为

M =
(
λBICM −λCV

λBICM

)
∗
(
λBICM

λmax

)2

λmax λ

λBICM λCV

λmax

λ

λ λCV < λBICM

0 <
λBICM −λCV

λBICM

< 1

λBICM

λBICM

式中， 是上文确定 取值范围时所采用的最大

值。系数 M的第一部分考虑的是 和   差值

的影响。因为异常值偏差的大小会影响到 ，所

以第二部分考虑了这个因素。之所以这样定义

M的表达式，是因为本文在大量模拟中发现，BIC
准则更侧重于模型的选择，因而总是选出较大的

；而 CV准则更侧重于模型的拟合优度，因而总

选出较小的 。所以，总有 。这种发现与

文献[14]和[15]的观点一致，故 。

另外，当异常值偏差较小时， 接近于 λmax，
而 λCV 很小。当异常值偏差较大时， 慢慢接

近于 λCV。故，0<M<1，且 M随着异常程度的增大

而减小。
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4    模拟研究

β = (1,1,−1,

0, · · · ,0)T

γi (i = 1,2, · · · ,10)

1,2, · · · ,12 γi

通过模型（2）产生模拟数据，其中，xij 和误差

εi 都 来 自 于 标 准 正 态 分 布 。 令  
。为全面考察本方法的稳健性，讨论了

n = 100，p = 10以及 n = 100，p = 5这两种情形。

对于污染方式，通过污染 Y的前十行来对数据进

行污染，具体方式是令模型（2）中的

分别取（ ），这里   的取值逐渐增大，代

表异常程度从低到高。为排除随机性对本方法的

影响，对每种方式都重复模拟了 200次。

为比较结果的优劣，使用了两种指标。第一

种指标是不犯第一种错误的比率，记作 NM，其计

算的是检测出的异常值占所有异常值的比例，也

就是未被掩盖的异常值的比例。第二种指标是不

犯第二种错误的比率，记作 NS，其计算的是检测

出的正常值占所有正常值的比例，也就是未被淹

没的正常值的比例。这两种指标越接近于 1，说明

方法越有效。

表 1给出了当 n=100，p=10时，两指标的模

拟结果。其中，每种方式对应的第一行是 NM指

标 ， 第 二 行 是 NS指 标 。 LASSOM， HARDM，

SCADM 是使用本文调节方式所得到的结果，

LASSO，HARD，SCAD是使用文献 [9]的调节方

式得到的结果，SH是使用文献[7]的调节方式得到

的结果。
 

  
表 1    各种方法关于正确检测比例的模拟结果（n =100，p =10）

Tab.1    Simulation results about correctly detecting proportion with different methods (n =100, p =10)

γi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

LASSOM

0.90 0.60 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

0.13 0.98 0.92 0.79 0.97 0.79 0.98 0.98 0.98 0.98 0.98 0.99

HARDM

0.89 0.90 0.90 0.60 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

0.36 0.77 0.76 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

SCADM

0.00 0.20 0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

1.00 1.00 0.98 0.91 0.94 0.98 0.98 0.99 0.99 0.99 1.00 1.00

LASSO
0.90 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

0.08 0.16 0.10 0.07 0.13 0.07 0.09 0.09 0.12 0.13 0.13 0.13

HARD
1.00 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

0.01 0.08 0.03 0.00 0.07 0.00 0.01 0.06 0.06 0.06 0.08 0.17

SCAD
1.00 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

0.02 0.22 0.13 0.00 0.19 0.03 0.09 0.17 0.20 0.18 0.24 0.27

SH
0.00 0.00 0.10 0.40 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
 
 

由 表 1可 以 看 出 ， LASSOM， HARDM，

SCADM 得到的结果中，两指标都相对较高。虽然

在异常程度较低时，本文方法会发生一些淹没现

象，但随着异常程度的变大，其两指标均为 1或

接近于 1。而使用文献 [9]的调节方式时，其

NM指标很高，但其 NS指标太低，即使异常程度

较大时也很低，甚至全部未能超过 0.3。这也说明

文献[9]的调节方式侧重于模型的选择，使用了较

大的 λ值，但其淹没现象太严重，大量正常值被

误判为异常值。至于 SH方法，其两指标相对较

高。但在异常的程度较低时，其 NM指标为 0或

者接近于 0，明显低于本文结果。这说明其对异常

值不敏感，容易发生掩盖现象。而且 SH方法还涉

及统计量阀值的取值问题，这也是该方法的一个

难点。本文对 SH方法进行模拟时，使用的是文献

[7]的推荐值，但该值会导致较严重的掩盖问题。

而本文提出的调节方式则不需要考虑这些问题，

对各种情况均易达到理想的效果。从表 1也可看

出，对于不同的惩罚方式，本文的调节方式都能

对其进行有效调节，证明了该方法的普适性，而

且相对于其他人的异常值检测方法而言，本方法

也能取得更好的结果。由此可说明本方法能明显

提升异常值检测的效果。

表 2给出了当 n = 100，p = 5时，两指标的模

拟结果，其结果排布方式同表 1。
由表 2可发现，使用本文的调节方式仍能得

到两指标都很高的结果。对比表 1和表 2的结果

可发现，在这两种模拟情形中，各方式所得的结

果基本不变，可以得出相同的结论。另外，当

p较小时，各方式对异常程度较低的数据能更好地
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进行异常值监测，尤其是本文的调节方式，效果 改善更为明显。 

  
表 2    各种方法关于正确检测比例的模拟结果（n = 100，p = 5）

Tab.2    Simulation results about correctly detecting proportion with different methods (n = 100, p = 5)

γi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

LASSOM

0.01 0.20 0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 0.98 0.98 0.98 0.99 0.99 1.00 1.00 1.00

HARDM

0.80 0.20 0.60 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
0.27 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

SCADM
0.00 0.20 0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 0.99 0.99 0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

LASSO
0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
0.04 0.03 0.00 0.12 0.12 0.12 0.11 0.07 0.07 0.07 0.07 0.06

HARD
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
0.01 0.01 0.01 0.05 0.05 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01

SCAD
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
0.02 0.01 0.01 0.16 0.16 0.15 0.11 0.08 0.07 0.06 0.04 0.01

SH
0.00 0.20 0.20 0.80 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

 
 

5    总结与展望

统计分析研究中有关异常值检测的问题一直

是我们关注的热点，且也在这个方向取得了不少

成果。使用系数压缩方法对线性模型进行异常值

检测时，会面临一个调节问题。本文研究这个问

题时，发现了一种新的调节方式。随后，通过模

拟不同的情形并进行大量的模拟计算来检验这种

新方式。结果表明，该方法相对于其他方法能更

准确地解决线性模型数据中异常值的检测问题。

β

目前，本文只讨论了异常值的检测问题，没

有考虑协变量的选择问题。试设想，在目标函数

（3）中再增加一个对 的惩罚项，则可以将异常值

检测与变量选择同时进行。至于如何限制异常值

对变量选择效果的影响，这是值得进一步探讨的

问题。
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