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三类图的拉普拉斯谱半径的极限点

李静花，    何常香
（上海理工大学 理学院，上海　200093）

摘要：将图的结构与对应的拉普拉斯矩阵相结合，研究其拉普拉斯特征多项式。根据拉普拉斯特

征多项式的特征求出了图的拉普拉斯谱半径的极限点。利用图经粘连运算后的拉普拉斯特征多项

式以及图的拉普拉斯谱半径的上界和下界，证明了三类图的拉普拉斯谱半径的极限点的存在性，

证明了 n→∞时图类的拉普拉斯谱半径是某方程的最大根。
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Limit Points of Laplacian Spectral Radii of
Three Types of Graphs

LI Jinghua，      HE Changxiang
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract:  The  Laplacian  characteristic  polynomials  of  the  structures  of  graphs  combined  with
corresponding Laplace matrices were studied. The limit points of the Laplacian spectral radii were
provided according to the properties of Laplacian characteristic polynomials. For three types of graphs,
the existence of limit points of the Laplacian spectral radii was proved and it was determined when
n→∞, the Laplacian spectral radius of a graph is the largest root of certain equation by using some
Laplacian characteristic polynomials of the graphs after coalescent operations and considering the upper
and lower bounds of Laplacian spectral radii of the graphs.
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1    问题的提出

G = (V,E) n V = {v1,

v2, · · · ,vn} G E G

D (G) G D (G) = diag(dG (v1) ,

设 为 阶简单连通图，其中，

是图 的点集合， 是图 的边集合。定义

为 图 的 度 对 角 矩 阵 ，

dG (v2) , · · · ,dG (vn)) dG (vi) (i = 1,2, · · · ,n)

vi A (G) G A (G) =
(
ai j

)
viv j ∈ E ai j = 1 ai j = 0 L (G) G

L (G) = D (G)− A (G) L (G)

µ1 (G) ⩾ µ2 (G) ⩾ · · · ⩾

，其中， 表示

点 的度； 为图 的邻接矩阵， ，

若 ， ；否则， ； 为图 的

拉普拉斯矩阵， 。 为半正

定奇异矩阵，设其特征值为  
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µn (G) = 0 G µ1 (G)

G µ (G) G

det (xI− L (G))

Φ (G)

 。将图 的最大拉普拉斯特征值 称

为图 的拉普拉斯谱半径，记为 。对于图 的

拉普拉斯矩阵的特征多项式 简记为

。

1972年，Hoffman[1]研究了图的特征根的极限

点，并给出了图的特征根的极限点的定义。类似

地，本文给出图的拉普拉斯谱半径的极限点的

定义。

r

{Gn}
定义 1　对于实数 ，若存在一个图序列

，使得

µ (Gi) , µ
(
G j

)
, i , j且 lim

n→∞
µ (Gn) = r

r则称实数 是图的拉普拉斯谱半径的极限点。

G Pn

G

Pn

Pn

G H

文献[2]研究了以下 3类图的拉普拉斯谱半径

的极限点：连通图 中某 1点与 的 1端通过 1条

边相连（如图 1所示）；连通图 中某 1点与 2条

内点不交的 的 1端分别通过 1条边相连（如图 2
所示）； 的 2个端点分别与 2个顶点不相交的

二部连通图 ， 中某 1点通过 1条边相连（如图 3
所示）。文献[3]研究了图的拉普拉斯特征值极限

点集合的性质，并确定了树的代数连通度极限点

前 2大的值；文献[4]研究了代数连通度极限点的

性质，并确定了树的代数连通度前 4大的值；文

献[5]确定了树的代数连通度极限点的第 5～14大

的值。
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v
11

P
n

P
n

v
2n

v
1n

v
21

v
G

 
G : (Pn,Pn)图 2    
G : (Pn,Pn)Fig.2    
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(G,H) : Pn图 3    
(G,H) : PnFig.3    

 
 

G

Pn+1

G Cn

本文主要研究如下 3类图的拉普拉斯谱半径

的极限点：连通图 中 1点与多条内点不相交的

的 1端点粘连（如图 4所示）；连通二部图

中 1点与 1个 中 1点粘连（如图 5所示）；至

G

Cn

少含 1条边的连通二部图 中 1点与多个顶点不相

交的 中 1点粘连（如图 6所示）。
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Gv (s,n)图 4    
Gv (s,n)Fig.4    

 

 

 

G C
n

v

 
G ·Cn图 5    
G ·CnFig.5    
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G′v (s,n)图 6    
G′v (s,n)Fig.6    

 
 

本文直接引用的其他术语和记号参见文献[6]。

2    主要引理

现介绍一些本文证明中需要用到的引理。

G G′ G e

G′ =G+ e

设 是简单连通图， 是图 添加 1条新边 后

所得的图，即 。

G G′引理 1[7]　图 和图 的拉普拉斯特征值满足

交错定理，即

µ1
(
G′

)
⩾µ1 (G)⩾µ2

(
G′

)
⩾µ2 (G)⩾ · · ·⩾µn

(
G′

)
=µn (G)=0

G1 G推论 1　若 是图 的子图，则有
µ (G1) ⩽ µ (G)

G1 G G1 G进一步地，若 是图 的真子图， 和 的拉

普拉斯谱半径有引理 2的关系。

G1 G引理 2[8]　若 是连通二部图 的真子图，

则有
µ (G1) < µ (G)

G引理 3[9]　对于图 ，有

µ (G) ⩽max
{
d (vi)+d

(
v j

)
: viv j ∈ E

}
G G若 是连通图，则等式成立当且仅当 是二部

正则图或二部准正则图。
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G n引理 4[10]　设 为至少有 1条边的 阶连通图，

则有
µ (G) ⩾ ∆ (G)+1

∆ (G) G

∆ (G) = n−1

其中， 是图 的最大度。等号成立当且仅当

。

v ∈ V (G) Lv (G) L (G)

v Pn Cn

n Bn

L (Pn+1) Pn+1

Hn L (Pn+2) Pn+2

设 ，以 表示删去矩阵 中点

所对应的行和列而得到的主子阵。设 和 分别

表示恰有 个顶点的路和圈， 表示删去矩阵

中 的某 1端点所对应的行和列而得到的

主子阵， 表示删去矩阵 中 的 2端点

所对应的行和列而得到的主子阵。

a=
x−2+

√
x2−4x

2
b=

x−2−
√

x2−4x
2

引理5[2]　设 ， ，

则有

Φ (Pn) =
x

√
x2−4x

(
an−bn) , n ⩾ 0

x > 4且当 时，

lim
n→∞
Φ (Bn−1)
Φ (Pn)

=
x−
√

x2−4x
2x

k uv G

uv k G uv k

w1,w2, · · · ,wk (k+1) uw1,w1w2, · · · ,
wk−1wk,wkv

设 是一个正整数， 是图 的任一边，将

边 剖分 次是指在 中去掉边 ，并增加 个

新 点 及 条 新 边

。

v1,v2, · · · ,vk

G k (k ⩾ 2)

文献[2]中给出了内部路的定义。设

是图 中的 个点，若满足如下条件：

v1,v2, · · · ,vk v1 = vka.  是互不相同的点（特别地，

时除外）；

vi vi+1 i = 1,2, · · · ,k−1b.  与 相邻， ；

d (v1) ⩾ 3 d (vk) ⩾ 3 d (vi) = 2 2 ⩽ i ⩽ k−1c.  ， ， ， 。

v1v2 · · ·vk G则称 是图 的 1条内部路。

G uv G

G′ uv

引理 6[11]　设 是连通二部图， 是图 的内部

路中的 1条边， 为将边 剖分 2次得到图，则有
µ
(
G′

)
< µ (G)

Φ (P0) = 0 Φ (B0) = 1 Φ (H0) = 1引理 7[12]　设 ， ， ，

则有

Φ (Pn) = xΦ (Hn−1)a.  ；

Φ (Cn)=
1
x
Φ (Pn+1)−1

x
Φ (Pn−1)+2(−1)n+1 x,0b.  ， 。

G H v u

G H G : H v u

(G,H) : Pn Pn

v u G ·H
G v H u

G1,G2, · · · ,Gs,G s+1(s ⩾ 1)

vi Gi (i = 1,2, · · · , s) v G

设 ， 是 2个顶点不交的图， ， 分别是

和 的点，以 表示在 ， 之间通过 1条相

连得到的图；以 表示将 的 2端点分别

与点 与点 通过 1条相连得到的图；以 表示

将 中的点 与 中的点 粘连得到的图。一般地，

设 是 个顶点不交的图，

是图 中的点 ， 是图 中的点，以

G · (G1, · · · ,Gs) G1,G2, · · · ,Gs vi(i = 1,

2, · · · , s) G v

Γs G1=G2= · · ·=Gs=Pn+1 v1(n+1),v2(n+1), · · · ,
vs(n+1) s Pn+1

G · (G1, · · · ,Gs) Gv (s,n) G1 =G2 = · · · =Gs =

Cn v1,v2, · · · ,vs s Cn G · (G1, · · · ,
Gs) G′v (s,n)

表 示 将 图 的 点

分别与图 的点 粘连为 1点得到的图，简

记为 。若 , 
  分 别 是 这 条 的 端 点 ， 则 记

为 ； 若

， 分别是这 个 的点，则记

为 。

v G Gv (s,n)

s (s ⩾ 2) vi(n+1)vin · · ·vi1(i = 1,2, · · · ,
s) Gt1,t2,··· ,tn

v (s,n) v1 j,v2 j, · · · ,vs j (1 ⩽ j ⩽ n)

t j

(
0 ⩽ t j ⩽

s (s−1)
2
,1 ⩽ j ⩽ n

)
∆ (Gv (s,n)) ⩾ s+3

引理 8[11]　设 是连通图 中的一点，

中的 条路分别为：

， ，表示在点

之间分别添加 条边形成

的图，若 ，则有

µ (Gv (s,n)) = µ
(
Gt1,t2,··· ,tn

v (s,n)
)

v G Gv (s,n)

s (s ⩾ 2) vi(n+1)vin · · ·vi1 (i = 1,2, · · · , s)

Gt1
v (s,n) v11,v21, · · · ,vs1

t1

(
1 ⩽ t1 ⩽

s (s−1)
2

)
∆ (Gv (s,n)) ⩾

s+1

引理 9[11]　设 是连通图 中的一点，

中的 条路分别为： ，

，表示在点 之间分别添加

条边形成的图，若

，则有

µ (Gv (s,n)) = µ
(
Gt1

v (s,n)
)

3    主要结果

Gv (s,n) G ·Cn G′v (s,n)

利用粘连图的拉普拉斯特征多项式确定了图

， ， 的拉普拉斯谱半径的极限

点，首先给出定理证明过程中用到的粘连图的拉

普拉斯特征多项式。

v u G H G ·H引理 10[13]　设 ， 分别是 和 的点，图

如前定义，则
Φ (G ·H) =Φ (G)Φ (Lu (H))+Φ (H)Φ (Lv (G))−

xΦ (Lv (G))Φ (Lu (H))

反复利用引理 10，可得推论 2。
Γs Gv (s,n) G′v (s,n)推论 2　图 ， ， 如前定义，则

Φ (Γs) =Φ (Lv (G)) ·
s∏

i=1

Φ
(
Lvi (Gi)

) Φ (G)
Φ (Lv (G))

+

s∑
i=1

Φ (Gi)

Φ
(
Lvi (Gi)

) − sx


Φ (Gv (s,n)) =Φ (Lv (G)) ·

s∏
i=1

Φ (Bn)
(
Φ (G)
Φ (Lv (G))

+ s
Φ (Pn+1)
Φ (Bn)

− sx
)

Φ
(
G′v (s,n)

)
=Φ (Lv (G)) ·

s∏
i=1

Φ (Hn−1)
(
Φ (G)
Φ (Lv (G))

+ s
Φ (Cn)
Φ (Hn−1)

− sx
)

G v G Gv (m,n)定理 1　设 是连通图， 是 中的点，
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m ⩾ 3如前定义，则当 时，有如下结果成立：

lim
n→∞
µ (Gv (m,n)) rv (G) rv (G) > 4

rv (G)

a.  存在，设为 ，则 ，

且 为方程

x+
√

x2−4x
2mx

Φ (G)−Φ (Lv (G)) = 0

的最大根。

G rv (G) Gv (m,n)b. 若 是二部图，则 是图 的拉普

拉斯谱半径的极限点。

证明　对于

∆ (Gv (m,n)) =
{
∆ (G) , 若∆ (G) ⩾ dG (v)+m
dG (v)+m, 若∆ (G) < dG (v)+m

G m ∆ (G) dG (v)

∆ (Gv (m,n))

µ (Gv(m,n)) ⩽ µ (Gv (m,n+1))

µ (Gv (m,n)) ⩽2∆ (Gv (m,n)) µ (Gv (m,n))

n lim
n→∞
µ (Gv (m,n))

lim
n→∞
µ (Gv (m,n)) ⩾µ (Pv (3,2)) ≈ 4.414 21 > 4

Pv (3,2)

由于 是连通图， ， 和 均为常数，

所 以 ， 为 常 数 。 又 由 推 论 1可 知 ，

， 由 引 理 3可 知 ，

，所以， 关于

单调递增，有上界，从而 存在，且

， 其 中 ，

如图 7所示。
 

 

v

 
Pv (3,2)图 7    
Pv (3,2)Fig.7    

 
 

由推论 2可知，
Φ (Gv (m,n)) =Φ(Pn+1)mΦ (Lv (G)) ·

m∏
i=1

Φ (Bn)
Φ (Pn+1)

(
Φ (G)
Φ (Lv (G))

+m
(
Φ (Pn+1)
Φ (Bn)

− x
))

x > 4 lim
n→∞

Φ (Bn)
Φ (Pn+1)

=

x−
√

x2−4x
2x

当 时 ， 根 据 引 理 5， 有

成立。

由此可得，

lim
n→∞

Φ (Lv (G))
m∏
i=1

Φ (Bn)
Φ (Pn+1)

(
Φ (G)
Φ (Lv (G))

+m
(
Φ (Pn+1)
Φ (Bn)

−x
))=

m
xm

 x−
√

x2−4x
2

m+1  x+
√

x2−4x
2mx

Φ (G)−Φ (Lv (G))


rv (G) > 4 rv (G)由于 ，所以， 是方程

x−
√

x2−4x
2x

Φ(G)−Φ(Lv(G)) = 0

的最大根。a得证。

G

µ (Gv (m,n)) < µ (Gv (m,n+1)) {Gv (m,n)}
进一步地，若 是二部图，由引理 2可知，

，所以，图序列

中的图的拉普拉斯谱半径互不相同，由定义 1可

rv (G)知， 是图的拉普拉斯谱半径的极限点。 b
得证。

结合引理 8，可以进一步对定理 1进行推广。

G v G

∆ (Gv (m,n)) ⩾ m+3

推论 3　设 是连通图， 是 中的点，若

，则

lim
n→∞
µ
(
Gt1,t2,··· ,tn

v (m,n)
)
= lim

n→∞
µ (Gv (m,n))

µ (Gv (2m,k+1))=µ
(
G′v (m,2k+1)

)
m G′v (m,2k+1)

G′v (m,2k)

G′v (m,2k) G′v (m,2k+1)

G′v (m,n)

利用引理9可知， ，

为正整数，因此，由定理 1可确定图

的拉普拉斯谱半径的极限点。若再对图 的

拉普拉斯谱半径的极限点进行具体研究，然后结

合图 和图 的拉普拉斯谱半径的

极限点的特征，则可确定图 的拉普拉斯谱

半径的极限点。

G v G

G ·Cn

定理 2　设 是连通二部图， 是 的点，

如前定义，则有如下结果成立：

lim
n→∞
µ (G ·Cn) lv (G) lv (G) ⩾ 4

lv (G) > 4 lv (G)

a.  存在，设为 ，则 。

若 ，则 是方程

x+
√

x2−4x
4x

Φ (G)−Φ (Lv (G)) = 0

的最大根。

lv (G) G ·Cnb.  是图 的拉普拉斯谱半径的极限

点。

n = 2k k ⩾ 2 k G ·C2k证明　当 （ ， 为整数）时，

为连通二部图。

G = K1 G ·C2k C2k lim
k→∞
µ (G ·C2k) =

lim
k→∞
µ (C2k) = 4

若 ， 则 为 ，

。

G , K1 ∆ (G ·C2k)

µ (G ·C2k) ⩾ ∆ (G ·C2k)+1

µ (G ·C2k) > µ (G ·C2k+2) µ (G ·C2k)

k lim
k→∞
µ (G ·C2k)

lv′ (G) lim
k→∞
µ (G ·C2k) >

µ (P2 ·C4) ≈ 4.481 19 > 4

若 ，类似定理 1，可证明： 为常

数。由引理 4可知， ，由引理

6可知， ，因此，

关于 单调递减，有下界，从而 存

在，设为 。又由引理 2可知，

。

µ (G ·C2k) > µ (G ·C2k+2)

{G ·C2k}
lv′ (G) G ·C2k

由于 ，所以，在图序列

中，任意图的拉普拉斯谱半径互不相同，

由定义 1可知， 为图 的拉普拉斯谱半

径的极限点。

由引理 10可知，
Φ (G ·C2k) =Φ (G)Φ (Lu (C2k))+Φ (Lv (G)) (Φ (C2k)−

xΦ (Lu (C2k))) =Φ (G)Φ (H2k−1)+Φ (Lv (G)) (Φ (C2k)−

xΦ (H2k−1)) =Φ (C2k)
(
Φ (G)

Φ (H2k−1)
Φ (C2k)

+(
1− x

Φ (H2k−1)
Φ (C2k)

)
Φ (Lv (G))

)
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x > 4当 时，结合引理 5和引理 7，可得

lim
k→∞

Φ (H2k−1)
Φ (C2k)

= lim
k→∞

Φ (H2k−1)
1
x
Φ (P2k+1)−1

x
Φ (P2k−1)+2(−1)2k+1

=

lim
k→∞

Φ (P2k)
Φ (P2k+1)−Φ (P2k−1)−2x

=

1
√

x2−4x
, x , 0

lim
k→∞

(
Φ (G)

Φ (H2k − 1)
Φ (C2k)

+

(
1 − x

Φ (H2k − 1)
Φ (C2k)

)
·

Φ (Lv (G))
)对于

，整理可得

x−
√

x2−4x
√

x2−4x

 x+
√

x2−4x
4x

Φ (G)−Φ (Lv (G))


lv′ (G) > 4 lv′ (G)

x+
√

x2−4x
4x

·

Φ (G)−Φ (Lv (G)) = 0

由于 ，所以， 是方程

的最大根。

n = 2k+1 k

lim
k→∞
µ (G ·C2k+1) = lim

k→∞
µ (Gv (2,k))

当 （ 为正整数）时，由引理 9可

知， 。

lim
k→∞
µ (Gv (2,k))

lim
k→∞
µ (G ·C2k+1) lv

′′
(G) G ·C2k+1

C2k+1 lv
′′

(G) = 4

lim
k→∞
µ (G ·C2k + 1) = lim

k→∞
µ (Gv (2, k)) > µ

(
K1,3

)
=

µ(P2 ·C3) = 4

文献 [2]中证明了 存在，所以，

存 在 ， 设 为 。 当 为

时， ；否则，结合引理 2和引理 9，
可 知

。

µ (G ·C2k+1) =

µ (Gv (2,k)) < µ (Gv (2,k+1)) = µ (G ·C2k+3)

{G ·C2k+1}
lv
′′

(G) G ·C2k+1

又 由 引 理 2和 引 理 9可 知 ，

，所以，图

序列 中每个图的拉普拉斯谱半径互不相

同，由定义 1可知， 是图 的拉普拉斯

谱半径的极限点。

x > 4 lim
k→∞
µ (Gv (2,k))

x+
√

x2−4x
4x

Φ (G)−Φ (Lv (G)) = 0

lv
′′

(G)>4 lim
k→∞
µ (G ·C2k+1)= lim

k→∞
µ (Gv (2,k))=

lv
′′

(G)

当 时，文献 [2]确定了 的值

为方程 的最大根。所

以，当 时，

为方程

x+
√

x2−4x
4x

Φ (G)−Φ (Lv (G)) = 0

的最大根。

lim
k→∞
µ (G ·C2k) = lim

k→∞
µ (G ·C2k+1)

lim
n→∞
µ (G ·Cn) = lv (G) x > 4 lv (G)

综上， ，所以，

存 在 ， 且 当 时 ， 为

方程

x+
√

x2−4x
4x

Φ (G)−Φ (Lv (G)) = 0

的最大根。a得证。

lv (G) G ·Cn现证明 是图 的拉普拉斯谱半径的极

限点。

i ∈
{
g
∣∣∣g = 2k,k ⩾ 2,k为整数

}
j ∈ {l |l =对于任意 ，

2k+1,k为正整数
}
，有

µ (G ·Ci) > lim
k→∞
µ (G ·C2k) = lim

k→∞
µ (G ·C2k+1) > µ

(
G ·C j

)
i , j µ (G ·Ci) , µ

(
G ·C j

)
{G ·Cn}

lv (G) G ·Cn

所以，对任意 ，有 成立，即

图序列 中每个图的拉普拉斯谱半径互不相

同，因此， 是图 的拉普拉斯谱半径的极

限点。b得证。

lim
n→∞
µ (C4 ·Cn) = τ ≈ 5.375 15 τ例 1　 ，其中， 是

方程

x5−12x4+48x3−72x2+32x−16 = 0

的最大根。

lim
n→∞
µ (C4 ·Cn)

lim
n→∞
µ (C4 ·Cn) > 5 > 4

lim
n→∞
µ (C4 ·Cn)

x+
√

x2−4x
4x

Φ (C4)−

Φ(Lv (C4)) = 0

证明　由定理 2可知， 存在。利

用 引 理 4， 可 得 ， 所 以 ，

的 值 为 方 程

的最大根。

Φ (C4)= x(x−2)2 (x−4) , Φ (Lv (C4))=(x−2)
(
x2−4x+2

)
lim

n→∞
µ (C4 ·Cn)因此， 的值为方程

x+
√

x2−4x
4x

x(x−2)2 (x−4)− (x−2)
(
x2−4x+2

)
= 0

的最大根。

将上述方程整理，可得

x5−12x4+48x3−72x2+32x−16 = 0

G

Cn

进一步地，可以探究：若 与多个（大于等于

2个）顶点不相交的 粘连时，定理 2是否仍成立。

G

v G G′v (m,n) m ⩾ 2

定理 3　设 是至少含 1条边的连通二部图，

是 中的点， 如前定义，则当 时，有

如下结论成立：

lim
n→∞
µ
(
G′v (m,n)

)
tv (G) tv (G) > 4

tv (G)

a.  存在，设为 ，则 ，

且此时 是方程

x+
√

x2−4x
4mx

Φ (G)−Φ (Lv (G)) = 0

的最大根。

tv (G) G′v (m,n)b.  是图 的拉普拉斯谱半径的极

限点。

n = 2k k ⩾ 2 k

G G′v (m,2k)

证明　当 （ ， 为整数）时，因为，

为连通二部图，所以， 为连通二部图。

lim
k→∞
µ
(
G′v (m,2k)

)
tv′ (G) tv′ (G) > 4 tv′ (G) G′v (m,2k)

类似定理 2，可证明： 存在，

设为 ， ，且 为 的拉普

拉斯谱半径的极限点。

由推论 2可知，
Φ

(
G′v (m,2k)

)
=Φ(C2k)mΦ (Lv (G)) ·

m∏
i=1

Φ (H2k−1)
Φ (C2k)

(
Φ (G)
Φ (Lv (G))

+m
(
Φ (C2k)
Φ (H2k−1)

− x
))
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x > 4所以，当 时，有

lim
k→∞

Φ (Lv (G))
m∏

i=1

Φ (H2k−1)
Φ (C2k)

(
Φ (G)
Φ (Lv (G))

+m
(
Φ (C2k)
Φ (H2k−1)

−x
))=

m
x−
√

x2−4x(√
x2−4x

)m

 x+
√

x2−4x
4mx

Φ (G)−Φ (Lv (G))


tv′ (G)>4 tv′ (G)

x+
√

x2−4x
4mx

·

Φ (G)−Φ (Lv (G)) = 0

由于 ，所以， 是方程

的最大根。

n = 2k+1 k

lim
k→∞
µ
(
G′v (m,2k+1)

)
tv
′′

(G)

tv
′′

(G) > 4 tv
′′

(G) G′v (m,2k+1)

当 （ 为正整数）时，类似定理 2，
可 证 明 ： 存 在 ， 设 为 ，

，且 为图 的拉普拉斯谱

半径的极限点。

x > 4 lim
k→∞
µ (Gv (2m,k))

x+
√

x2−4x
4mx

Φ (G)−Φ (Lv (G))=0

lim
k→∞
µ
(
G′v (m,2k+1)

)
= lim

k→∞
µ (Gv (2m,k)) =tv

′′
(G)

当 时，由定理 1可知， 的

值为方程 的最大根。

所以，

为方程

x+
√

x2−4x
4mx

Φ (G)−Φ (Lv (G)) = 0

的最大根。

lim
n→∞
µ
(
G′v (m,n)

)
= tv (G) x > 4

tv (G)

综上， 存在，且当

时， 为方程

x+
√

x2−4x
4mx

Φ (G)−Φ (Lv (G)) = 0

的最大根。a得证。

i ∈
{
g
∣∣∣g = 2k,k ⩾ 2,k为整数

}
j ∈ {l |l =

2k+1,k为正整数
}对于任意 ，

，有

µ
(
G′v (m, i)

)
> lim

k→∞
µ
(
G′v (m,2k)

)
=

lim
k→∞
µ
(
G′v (m,2k+1)

)
> µ

(
G′v (m, j)

)
i , j µ

(
G′v (m, i)

)
, µ

(
G′v (m, j)

){
G′v (m,n)

}
tv (G) G′v (m,n)

所以，对任意 ，有 成

立，即图序列 中图的拉普拉斯谱半径互

不相同，因此， 是图 的拉普拉斯谱半

径的极限点。b得证。

G K1,2 v K1,2

T ′v (m,n) v m (m ⩾ 2) Cn

lim
n→∞
µ
(
T ′v (m,n)

)
= τ τ

例 2　设图 为 ， 为 的中心点，以

表示将点 与 个 中 1点粘连得到

的图，则 ，其中， 为方程

(2m−1) x3−
(
4m2+8m−6

)
x2+

(
8m2+6m−9

)
x−4m2 = 0

的最大根。

lim
n→∞
µ
(
T ′v (m,n)

)
lim

n→∞
µ
(
T ′v (m,n)

)
> 4 Φ

(
K1,2

)
= x (x−1)(x−3)

Φ
(
Lv

(
K1,2

))
= (x−1)2 x+

√
x2−4x

4mx
·

Φ
(
K1,2

)−Φ (
Lv

(
K1,2

))
= 0

证明　由定理 3可知， 存在，且

。又由于 ，

。 将 其 代 入 方 程

，可得

x+
√

x2−4x
4mx

x (x−1)(x−3)− (x−1)2 = 0

(2m−1) x3−
(
4m2+8m−6

)
x2+ (8m2+

6m−9)x−4m2 = 0

整理可得，

。
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