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带有滑动边界的可压缩磁流体方程解的局部存在性

陆    剑，    雍    燕
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：研究了在有界区域 Ω⊂R3
中带有滑动边界条件的可压缩磁流体方程解的局部存在性. 首先构

造可压缩磁流体方程组的线性化方程组，然后利用 Galerkin 逼近方法证明线性化可压缩磁流体方

程组解的局部存在性，最后通过对线性化可压缩磁流体方程的解进行迭代，构造原方程组的逼近

解序列，利用能量估计和二阶椭圆估计证明逼近解收敛，从而证明可压缩磁流体方程组解的局部

存在性。
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Local Existence Solutions for Compressible Magnetohydrodynamic
Equations with Slip Boundary Conditions

LU Jian，      YONG Yan
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: The local existence of solutions for the compressible magnetohydrodynamic equations with
slip boundary conditions in a bounded domain Ω⊂R3 was studied. First, the linearized compressible
magnetohydrodynamic equations were constructed. Next, the Galerkin method was used to prove the
local existence of solutions for the linearized compressible magnetohydrodynamic equations. And then,
through the solution iteration of the linearized compressible magnetohydrodynamic equations, an
approximation solution sequence of the original equations was constructed and the solution was proved
to be convergent by using the energy estimate and the second order elliptic estimate, which turns to
prove the local existence of solutions for the compressible magnetohydrodynamic equations.
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1    问题的提出

考虑可压缩磁流体方程

 



ρt +div(ρu) = 0

(ρu)t+div(ρu⊗u)+∇P+div
(

1
2
|H|2−H⊗H

)
=

µ∆u+ (µ+λ)∇div u
Ht +∇× (H×u) = σ∆H
div H = 0

（1）
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Ω R3 ρ u =
(u1,u2,u3) P = P(ρ) P(ρ) =

ργ,γ > 1 (·)t t µ λ

µ > 0, 2µ+3λ > 0

式中： 是 中的有界区域； 为密度；  
为速度； 为压力，满足  

； 表示对 求导； 和 为黏性常数，且满

足 。

给定初始条件：

(ρ,u,H)|t=0 = (ρ0,u0,H0) （2）

边界条件：

u · n| ∂Ω = 0, (S u · n)τ| ∂Ω = (Bu)τ| ∂Ω （3）

H · n| ∂Ω = 0,n× (∇×H)| ∂Ω = 0 （4）

注意到

∇× (H×u) = u · ∇H−H · ∇u
∆H = ∇div H−∇× (∇×H)

且
div H = 0

所以，磁流体方程（1）中的第 3式可写为

Ht +u · ∇H−H · ∇u = −σ∇× (∇×H) （5）

磁流体方程是流体力学中的经典模型[1-2]。磁

流体方程问题解的存在性是人们关心的一个重要

问题。众多学者研究了磁流体方程柯西问题解的

适定性。Bian等[3]研究了全空间非等熵可压缩磁流

体 方 程 在 临 界 Besov空 间 上 的 局 部 适 定 性 ；

Kozono等 [4]研究了 3维可压缩非等熵磁流体方程

的柯西问题弱解的全局存在性；Liu等[5]研究了具

有某些限制初值的 3维可压缩磁流体方程的全局

弱解问题。

u = 0, x ∈ ∂Ω

但是，对于初边值问题，情况变得更加复

杂。事实上，在流体力学中，主要考虑两种边界

条件：一种是 Dirichlet边界条件， ；

另一种是由 Navier提出的著名滑动边界条件，

u · n= 0, (S u · n)τ| ∂Ω = −αuτ| ∂Ω （6）

n ∂Ω uτ u

S u =
1
2

(∇u+∇ut)

式中： 为 上的单位外法向向量； 是 的切向

向量，是应变张量； 。

H3(Ω)

现对问题（1）~（3），研究其解的局部存在性问

题。一般讨论的解有 3种。第 1种解是光滑小解[6-8]，

在这种情况下，初值和解接近于   中的某个

常数，后来将这个解推广到齐次 Besov空间。首

先将方程组线性化，然后对线性方程组进行迭

代，得到一组逼近解，证明逼近解的渐近衰减速

率，最后将逼近解取极限，得到原方程组解的存

在性。这类光滑小解是连续可微的，并且大大降

低了对初值的限制。缺点是不能体现出 Navier-
Stokes方程组自身的奇性。第 2种解是由 Lions提

∂Ω u = 0

出的一般“大能量”弱解[9]，这类解的好处是对任意

大的初始能量和非负密度都容易证明解的存在

性。但是，这一类解的集合比较大，通常还包含

了非物理解。由于这类解的光滑性不够，因此，

对解的性质分析起来比较困难 [10-11]。第 3种解是

Hoff解。对于 Hoff解而言，优点是它保持了解的

非线性和物理上关心的一些有意义的特性。另

外，这类解当初值具有足够的正则性时，解一般

也具有较好的正则性，可以根据相关定理来证明

解的唯一性和连续性 [12-14]。比如，当初值是分段

光滑函数时，文献[15]中的解在逐点意义下满足

Rankine-Hugoniot条件。另外，这些解有足够的正

则性，使得解的唯一性和连续依赖性理论可以得

到证明 [16]。这种解在整个空间中适定性理论几乎

是完全成立的，但是，对 Dirichlet边界条件：在

 上，    ，方程的解会出现问题。相反地，

如果考虑上面提到的 Navier-Slip边界条件，那

么，对于具有小能量的初值和有界的初始密度来

说，可以证明其解的局部存在性。

David[17]研究了等熵 Navier-Stokes方程{
ρt +div(ρu) = 0
(ρu j)t +div(ρu ju)+P(ρ)x j

= µ∆u j+λdiv ux j +ρ f j

如果满足边值条件：{
u ·υ = 0,
µΠ∇uυ = ΠBu, x ∈ Ω, t > 0

υ(x) ∂Ω Π

∂Ω

式中：   是在   上的单位外法向量；   是切

平面到   上的投影。

David证明了解的局部存在性。

本文考虑的是磁流体方程，因为，磁场和流

体耦合在一起，研究起来要比 Navier-Stokes方程

困难，如何处理磁场是解决问题的困难之一。

W为方便叙述，首先构造函数空间  。

W = {w ∈ (H1(Ω))3 : w(x) ·n(x) = 0, x ∈ ∂Ω}

∂Ω

W H1(Ω)

H1
0(Ω)→W W W∗→ H−1

那么，容易验证，如果 具有 Lipschitz条件，则

 是具有   内积的 Hilbert空间。另外，可见

 ，所以，   的共轭空间满足  。

T > 0 (ρ,u,H)定义 1　对于固定的时间   ，如果 
满足下列条件：

ρ ∈ Lq(0,T ;W1,q(Ω))a. 
(u,H) ∈ L∞(0,T ; H1(Ω))

∩
L2(0,T ; H1(Ω))

(ut,Ht) ∈ L∞(0,T ; H1(Ω))
∩

L2(0,T ; H1(Ω))

t1, t2 ∈ [0,T ]b. 对任意时间 ，有
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w
Ω
ρ(x, ·)ϕ(x, ·)dx

∣∣∣t1t2 = w t1

t2

w
Ω
ρ(ϕt +∇ϕ ·u)dxdt

w
Ω

(ρu)(x, ·) ·ψ(x, ·)dx
∣∣∣t2t1 −w t2

t1

w
Ω
ρu⊗u · ∇ψ−Pdiv ψ−

(
1
2
|H|2−H⊗H

)
· ∇ψdxdt =

w t2

t1

w
∂Ω

(Bu) ·ψdS dt−
w t2

t1

w
Ω

[2µS (u) : S (ψ)+λdiv u div ψ]dxdt+
w t2

t1

w
Ω
ρu ·ψtdxdt

w
Ω

H(x, ·) ·φ(x, ·)dx
∣∣∣t2t1 +w t2

t1

w
Ω
∇× (H×u) ·φdxdt =

w t2

t1

w
Ω

H ·φtdxdt−
w t2

t1

w
Ω
∇H · ∇φdxdt

φ,ϕ Ω× [0,T ] ψ ∈
W,φ ∈ H1(Ω) (ρ,u,H) [0,T ]

其中， 在 满足 Lipschitz条件，且  
，则称 是式（1）在 的解。

Ω,B在本文中， 满足如下条件：

Ω C3 R3a.  在具有 边界的 上是有界开集；

B ∂Ω C1b.  在 的某个领域上是 的。

3 < q ⩽ 6 T0 > 0,

[0,T ]

(ρ,u,H)

定理 1　对于   ，存在   使得具有

初值条件（2）的滑动边界问题（3）~（4）在   有解

 且解满足

(u,H) ∈C(0,T0; H1(Ω))∩L2(0,T0; H1(Ω))
(ut,Ht) ∈ L∞(0,T0; H1(Ω))∩L2(0,T0; H1(Ω))
ρ ∈C(0,T0;W1,q(Ω))

且满足

||(ut,Ht)||2L2 + ||(u,H)||2H2 + ||ρ||
q
W1,q+w t

0
||(ut,Ht)||2L2+||(u,H)||2L2dτ ⩽C ⩽ +∞

C其中， 与初值和黏性系数有关。

2    准备知识

∇×u div u Hm−1(Ω)

u · n Hm− 1
2 ( ∂Ω) u

Hm(Ω)

根据文献[18-19]，通过 和 的

范数， 的 范数来控制一个关于 的向

量值函数的 范数。

Ω R3 ∂Ω

C1 W1,1(Ω)

L1( ∂Ω) C u ∈W1,1(Ω)

引理 1　假设 是 上的有界区域，且 是

的，那么，存在有界迹算子从 映射到

，且存在一个常数   ，使得对  ，有w
∂Ω
|u(x)|ds ⩽C

w
Ω

(|u(x)|+ |∇u(x)|)dx

u ∈ H1(Ω)从而得到，对  ，有w
∂Ω
|u(x)|2ds ⩽C

w
Ω

(|u(x)|2+ |u(x)||∇u(x)|)dx

m ∈ N+ u ∈ Hm(Ω)引理 2　令 是一个整数， 是一

个向量值函数，则有

||u||Hm ⩽C
(
||∇×u||Hm−1 + ||div u||Hm−1+

||u||Hm−1 + ||u · n||Hm−1/2( ∂Ω)

)
u ∈ H1(Ω) C =C(Ω)引理 3　对于 ，存在常数 ，

使得

||H||H1 ⩽C(||H||L2 + ||S (u)||L2 )

C Λ(a1,a2, · · · ,
al) a1,a2, · · · ,al ρ0 ρ

ρ

本文不加说明的话， 表示正常数， 
表示关于 的多项式， 存在下界 ，

上界 。

Lame3    算子和–∆算子的正则性

Ω B
u : Ω→ R3

首先假设条件式（2）成立， ， 满足上述的

假设。考虑如下问题：找到 ，使得
Lu+βu = g
u · n= 0
(S (u) · n)τ| ∂Ω = (Bu)τ| ∂Ω

（7）

Lu = −µ∆u− (µ+λ)∇div u β ∈ R

g : Ω→ R

式 中 ： ； 是 固 定 常

数； 是给定函数。

从而可以得到相关的弱解形式。

Ω ∈W用 乘以微分方程（7），可得

Aβ(u,ω) =
w
Ω

g ·ωdx （8）

Aβ : W ×W → R式中， 是双线性形式。

Aβ(u,ω) =−
w
∂Ω

(Bu) ·ωds+
w
Ω

(2µS (u) : S (ω)+

λdiv u ·div ω+βu ·ω)dx

B Aβ W ×W

µ λ Ω B
β Aβ

S β : L2→W ω ∈W

显然，如果 有界，则 在 是连续的。

利用迹定理可以证明，如果与 ， ， ， 有关的

足够大，那么， 具有强制性，从而存在一个有

界算子 ，对所有 都满足

Aβ(S βg,ω) =
w
Ω

g ·ωdx

W → L2 S β

L2 L2

S β

另外，因为，嵌入 是紧的，所以，

是从 到 的紧算子，其中，对称性可以保证

是自伴随算子。

从文献[17]中可得引理 4~7。
Ω C3 R3

µ > 0 2µ+3λ > 0 B ∈ L∞( ∂Ω)

β

S β : L2(Ω)→ L2(Ω) W

g ∈ L2(Ω) ω ∈W

{ωk}k W ∩C∞(Ω) S β

S βωk = λ
−1
k ωk λk→∞

引理 4　 在具有 边界的 上是有界开集，

, 且 是对称矩阵，那么，

对 于 足 够 大 的 来 说 ， 存 在 紧 自 伴 随 算 子

，使得算子的值域在 中，且对

所有的 和 ，式（8）都成立。同时存在

正交基 ，其元素在 中，而且是 的

特征函数，即 ，其中， 。
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µ > 0 2µ+3λ > 0 m ⩾ 0 Ω

Cm+1 B Cm+1( ∂Ω)

∂Ω

3×3 Cm =C(µ,λ,Ω,B)

u

β g ∈ Hm(Ω) u ∈ Hm+2(Ω)

引理 5　假设 , , 且 在具有

边界上是有界开集， 是一个具有 的

映射，这个映射将 的某个区域映射到 1个

矩阵集合，则存在 1个常数 ，

使得如果 是式（7）的 1个在式（8）意义下的解，其

中， 和 ，那么，可以得到 且

下面式子成立：
||u||Hm+2(Ω) ⩽Cm(||u||L2(Ω)+ ||g||Hm(Ω))

−∆ H : Ω→ R3对于 算子考虑如下问题：找到 ，

使得 
−∆H+γH = g
H · n| ∂Ω = 0
n× (∇×H)| ∂Ω = 0

（9）

γ ∈ R g : Ω→ R其中， 固定， 是给定函数。

φ ∈ H1(Ω)用 乘以上述的微分方程，然后分部

积分，可得

Bγ(H,φ) =
w
Ω

g ·φdx （10）

Bγ : H1×H1→ R其中， 是双线性形式。

Bγ(H,φ) =
w
Ω

(∇H · ∇φ+γHφ)dx

L Γγ : L2(Ω)→
H1 φ ∈ H1 γ

类似于 算子，存在 1个有界解算子

，对所有的 和足够大的 都满足

Bγ(Γγg,φ) =
w
Ω

g ·φdx

与引理 4和引理 5类似，可得引理 6。
Ω C3 R3

γ

Γγ : L2(Ω)→ L2(Ω) H1

g ∈ L2(Ω) φ ∈ H1

{φk}k H1∩C∞(Ω) Γγ

Γγφk = λ
−1
k ωk λk→∞

引理 6　 在具有 边界的 上是有界开集，

对 于 足 够 大 的 来 说 ， 存 在 紧 自 伴 随 算 子

，算子的值域在 中，且对所有

的 和 ，式（9）都成立。同时存在正

交基 ，其元素在 中，而且是 的特

征函数，即 ，其中， 。

µ > 0 2µ+3λ > 0 m ⩾ 0 Ω

Cm+1 B Cm+1( ∂Ω)

∂Ω

3×3 Cm =C(Ω),

H

引理 7　假设 , , 且 在具有

边界上是有界开集， 是一个具有 的

映射，这个映射将 的某个区域映射到 1个

矩阵集合，则存在 1个常数 使得如

果 是式（9）的 1个在式（10）意义下的解，这里

γ g ∈ Hm(Ω) H ∈ Hm+2(Ω)和 ，那么，可以得到 ，且

下面式子成立

||H||Hm+2(Ω) ⩽Cm(||H||L2(Ω)+ ||g||Hm(Ω))

4    先验估计

C0 C1

为了证明解的局部存在性，需要下面的先验

估计. 假设存在 和 满足下列不等式：
||ρ0||W1,q + ||(u0,H0)||H2 +1 ⩽C0

sup(||u(t)||H2+||ut(t)||L2 )+
w T∗

0
(||∇ut ||2L2+||∇2u||2Lq )dt+1⩽C1

1 ⩽C0 ⩽C1 ⩽C 0 ⩽ T∗ ⩽ T其中， 且 .
4.1    密度估计

首先，式（1）中第 1个式子（质量方程）可以写成{
ρt +u · ∇ρ+ρdiv u = 0
ρ|t=0 = ρ0

X(t,y; t0)存在由如下方程定义的特征线 ：
dX(t,y; t0)

dt
= u(X(t,y; t0))

X(t,y0; t0) = x

ρt +∇ρ ·u+ρdiv u = 0证明　

移项得
ρt +∇ρ ·u = −ρdiv u

dx
dt
= u令 ，利用特征线法可得

dρ
dt
= ρt +

∂ρ

∂x
dx
dt

dρ
dt
= ρt +

∂ρ

∂x
dx
dt

ρt +∇ρ ·u = −ρdiv u将 代入 ，可得

dρ
dt
= −ρdiv u

τ [0, t]对上式关于时间 在 上积分，得到

ln ρ|t0 = −
w t

0
div udτ

ρ(t) = exp
{
lnρ0−

w t

0
div (u(X(x, s; t), s))dτ

}
=

ρ0 exp
{
−

w t

0
div(u(X(x, s; t), s))dτ

}
ρ0 ρ ρ因为， 存在下界 ，上界 ，由上式可得

ρ(x, t) ⩾ ρe−
r t

0 ||∇u||L∞dτ ⩾ ρe
−

r t
0

(
||∇u||2

W1,q

)1/2
t1/2dτ

⩾ ρe−(Ct)1/2
⩾ ρe−1

ρ(x, t) ⩽ ||ρ0||L∞e
r t

0 ||∇u||L∞dτ ⩽ ||ρ0||W1,qe
r t

0

(
||∇u||2

W1,q

)1/2
t1/2dτ

⩽ ||ρ0||W1,qe(Ct)1/2

3 < q ⩽ 6引理 8　对 ，有下列不等式成立：
d
dt
||ρ||qLq ⩽C(||u||W1,q · ||ρ||qLq )

证明　根据式（1）中的第 1个式子（质量方程），

可得

ρt +∇ρ ·u+ρdiv u = 0

ρq−1对上式两边同乘以 ，有

ρtρ
q−1+∇ρρq−1 ·u+ρqdiv u = 0

x Ω再关于 在 上积分，可得
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1
q

d
dt

w
Ω
ρqdx+

1
q

w
Ω
∇(ρq)udx+

w
Ω
ρqdiv udx = 0

d
dt
||ρ||qLq = −

w
Ω
∇(ρq) ·udx−

w
Ω
ρqdiv udx =

−
w
∂Ω
ρqu · nds+

w
Ω

(
qρqdiv u−qρqdiv u

)
dx ⩽

C
w
Ω
|ρq||∇u|dx ⩽C||∇u||L∞ ||ρ||qLq ⩽C||∇u||W1,q ||ρ||qLq

3 < q ⩽ 6引理 9　对 ，有下列不等式成立：
d
dt
||∇ρ||qLq ⩽C(||∇u||L∞ · ||∇ρ||qLq + ||∇ρ||qLq )

∂x证明　应用 到式（1）中第 1个式子，可得

∂xρt +∇( ∂xρ) ·u = − ∂xu · ∇ρ−ρ · ∂x(div u) − ∂xρ ·div u

∂x x表示关于 的偏导数.
|∇ρ|q−2 ∂xρ x Ω用 乘以上述方程，然后关于 在 积

分，利用分部积分，可得(
1
q
|∇ρ|q

)
t
+u · ∇

(
1
q
|∇ρ|q

)
⩽

|∇u| · |∇ρ|q+ρ|∇ρ|q−1|∇div u|+ |∇ρ|q|div u|

x Ω将上式关于 在 积分，利用分部积分，可得
1
q

d
dt

w
Ω
|∇ρq|dx+

1
q

w
Ω

u · ∇|∇ρq|dx ⩽

w
Ω

(
|∇u| · |∇ρ|q+ρ|∇ρ|q−1|∇div u|+ |∇ρ|q|div u|

)
dx

d
dt
||∇ρ||qLq +

w
∂Ω
|∇ρq|u · nds+

w
Ω
∇u · |∇ρq|dx ⩽

q(||∇u||L∞ ||∇ρ||qLq + ||ρ||L∞ ||∇ρ||q−1
Lq ||∇2u||Lq+

||∇u||L∞ ||∇ρ||qLq ) ⩽C(||∇u||L∞ ||∇ρ||qLq+

||ρ||W1,q ||∇ρ||q−1
Lq ||∇2u||Lq ) ⩽C(||∇u||L∞ ||∇ρ||qLq+

Cδ||∇ρ||qLq +δ||∇2u||qLq )

δ取 充分小，从而有
d
dt
||∇ρ||qLq ⩽C(||∇u||L∞ · ||∇ρ||qLq + ||∇ρ||qLq )

3 < q ⩽ 6引理 10　对于 ，有
||ρt ||Lq ⩽C(||u||H2 ||∇ρ||Lq + ||∇u||Lq )

x Ω证明　对式（1）中第 1个式子两边关于 在 积

分，可得

||ρt ||Lq ⩽ ||u · ∇ρ||Lq+||ρdiv u||Lq ⩽

||u||L∞ ||∇ρ||Lq+||ρ||L∞ ||∇u||Lq ⩽C(||u||H2 ||∇ρ||Lq+||∇u||Lq )

4.2    速度估计

引理 11　
d
dt

w
Ω
ρ|u|2dx+C||u||2H1 ⩽C||u||2L2 +C|ρ||2L2 + ||H||2H1 · ||u||H1

证明　方程式（1）中第 2个式子两边同时乘以

u ，并利用质量方程，可得

ρutu+ρu · 1
2
∇|u2|+∇P ·u− 1

2
∇|H2|u =

(2µdiv(S u)+λ∇div u)u

x Ω将上式关于   在   上积分，可得

1
2

d
dt

w
Ω
ρu2dx+

w
Ω

(
∇P ·u− 1

2
∇|H2|u

)
dx =

w
Ω

(2µdiv(S u)+λ∇div u)udx （11）

由式（11）的右端项可得

−
w
Ω

(2µdiv(S u)+λ∇div u)udx =
w
Ω

(2µ(S u)2+λ(div u)2dx−
w
∂Ω

2µ(S u · n)uds=
w
Ω

(2µ(S u)2+λ(div u)2dx−
w
∂Ω

2µBu ·uds ⩾
w
Ω

(2µ(S u)2+λ(div u)2dx−C
w
∂Ω

u2ds ⩾

C||∇u||2L2 −C
w
Ω
|u|2+ |u||∇u|ds ⩾

C||∇u||2L2 −C||u||2L2 （12）∣∣∣∣w
Ω
∇P ·udx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣w
Ω

P ·div udx
∣∣∣∣||∇u||L2 ||P||L2 ⩽

C||∇u||L2 ||ρ||L2 ||ρ||γL∞δ||∇u||2L2 +Cδ||ρ||2L2 （13）∣∣∣∣w
Ω
∇H ·H ·udx

∣∣∣∣ ⩽ ||∇H||L2 ||H||L3 ||u||L6 ⩽

C||H||2H1 ||u||H1 （14）

δ将式（12）~（14）代入式（11），取   充分小，可

得引理 12。

引理 12　
d
dt

w
Ω

2µ|S u|2+λ|div u|2dx+
w
Ω
ρ|ut |2dx ⩽

2
d
dt

w
∂Ω

u(Bu)ds+C(||ρ||2H1 + ||u||3H1 ||∇u||H1+

||u||2H1 ||H||H1 ||∇u||H1 )

实际上，由引理 12可得

||∇u||2L2 +
w t

0
||ut ||2L2dτ ⩽C

证明　利用质量方程，方程式（1）中第 2个式

子可写为

ρut +ρu · ∇u+∇P+div
(

1
2
|H|2−H⊗H

)
=

µ∆u+ (µ+λ)∇div u （15）

ut x Ω在式（15）两边同时乘以 ，关于   在   上积

分，可得
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w
Ω
ρu2

t +ρu · ∇uut +∇Put +
1
2
∇|H2|utdx =

w
Ω

2µdiv(S u)+λ∇div u)utdx （16）

对于等号右边项，通过分部积分，可得w
Ω

(2µdiv(S u)+λ∇div u)utdx =

1
2

d
dt

w
∂Ω

Bu ·uds−
w
Ω

2µ|S u||S ut | −λ|div u||div ut |dx

t将上式代入式（16），等式两边关于 积分，可得w t

0
(|| √ρut ||2L2 + ||∇u||2L2 )dτ ⩽C+C

w
∂Ω
|u|2ds+

C
w t

0

w
Ω

(ρ|u||∇u||ut |+ |ut ||∇P|+ |H2||ut |)dxdτ

对上式不等号右边项分别进行估计w
∂Ω
|u|2ds ⩽C

w
Ω
|u|2+ |u||∇u|dx ⩽

C||u||2L2 +Cδ||u||2L2 +δ||∇u||2L2

w t

0

w
Ω
ρ|u||∇u||ut |dxdτ ⩽

C
w t

0
||ρ||L∞ ||u||L∞ ||∇u||L2 ||ut ||L2dτ ⩽

δ
w t

0
||ut ||L2dτ+Cδ

w t

0
||∇u||L2dτ

w t

0

w
Ω
|∇P||ut |dxdτ ⩽ C

w t

0
||ut ||L2 ||∇ρ||L2dτ ⩽

δ
w t

0
||ut ||2L2dτ+Cδ

w t

0
||∇ρ||2L2dτ

w t

0

w
Ω

(|H2||ut |)dxdτ ⩽
w t

0
||ut ||L2 ||H2||L2dτ ⩽

δ
w t

0
||ut ||2L2dτ+Cδ

w t

0
||H2||2L2dτ

δ取 充分小，可得

||∇u||2L2 +
w t

0
||ut ||2L2dτ ⩽C

引理 13　

d
dt

w
Ω
ρ|ut |2dx+C||ut ||2H1 ⩽ δ||ut ||2H1 +δ||∇u||2W1,q+

Cδ,ρΛ(||ρt ||L3 , ||ut ||L2 , ||u||H2 , ||ρ||W1,q , ||Ht ||L2 , ||H||H2 )

t证明　在方程（1）中第 2个式子两边关于 求

导，可得

ρutt +ρu · ∇ut −2µdiv(S ut)−λ∇div ut =

−ρtut −ρtu · ∇u−ρut · ∇u−∇Pt −∇|HHt | （17）

ut x Ω在式（17）两边同时乘以 ，关于 在 上积

分，可得

1
2

d
dt

w
Ω
ρ|ut |2dx−

w
Ω

(2µdiv(S ut)−λ∇div ut)utdx =

−
w
Ω
ρt |ut |2dx−

w
Ω
ρut · ∇u ·utdx−

w
Ω
ρ|ut |2|∇u|dx−

w
Ω
|ut ||∇Pt |dx−

w
Ω

(∇H ·Ht +H · ∇Ht)utdx （18）

(S u · n)τ| ∂Ω = (Bu)τ| ∂Ω,
对式（18）等号左边第 2项进行估计，并利用

边界条件

−
w
Ω

(2µdiv(S ut)−λ∇div ut)utdx =
w
Ω

2µ|S ut |2+λ|div ut |2dx−
w
∂Ω

2µ(S ut · n) ·utds ⩾

2C||ut ||2H1 −C||ut ||2L2 −C||ut ||||∇ut || ⩾

C||ut ||2H1 −C||ut ||2L2 （19）

对式（19）右边的项逐个计算∣∣∣∣w
Ω
ρt |ut |2dx

∣∣∣∣ ⩽ ||ρt ||L3 · ||ut ||L2 · ||ut ||L6 ⩽

||ρt ||L3 · ||ut ||L2 · ||ut ||H1 ⩽

Cδ||ρt ||2L3 · ||ut ||2L2 +δ||ut ||2H1 （20）

利用质量方程和嵌入定理，有∣∣∣∣w
Ω
ρtu · ∇u ·utdx

∣∣∣∣ = ||ρt ||L3 ||u||L∞ ||∇u||L2 · (||ut ||L2+

||∇ut ||L2 ) ⩽ (||∇ρ||L3 ||u||L∞ + ||ρ||L6 ||∇2u||L2 )||u||2H2 ·

(||ut ||L2 + ||∇ut ||L2 ) ⩽ (||∇ρ||L3 + ||ρ||L6 )||u||3H2 ·

||ut ||L2 + (||∇ρ||L3 + ||ρ||L6 )||u||3H2 · ||∇ut ||L2 ⩽

Cδ(||∇ρ||Lq +1)||u||3H2 · ||ut ||L2+

Cδ(||∇ρ||Lq +1)2||u||6H2 +δ||∇ut ||2L2 ⩽

CδΛ(||∇ρ||Lq , ||u||H2 , ||ut ||L2 )+δ||∇ut ||L2 （21）∣∣∣∣w
Ω
ρut · ∇u ·utdx

∣∣∣∣ ⩽ ||ρ||L∞ ||∇u||L∞ ||ut ||2L2 ⩽

δ||∇u||2W1,q +Cδ,ρ||ut ||4L2 （22）∣∣∣∣w
Ω
∇Pt ·utdx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣w
Ω

Pt ·div utdx
∣∣∣∣ ⩽

Cδ||ρt ||L2 ||∇ut ||L2 ⩽ δ||∇ut ||2L2 +Cδ,ρ||ρt ||2L2 （23）∣∣∣∣w
Ω

(∇H ·Ht +H · ∇Ht)utdx
∣∣∣∣ ⩽ ||∇H||L6 ||Ht ||L2 ||ut ||L3+

||H||L6 ||∇Ht ||L2 ||ut ||L3 ⩽ ||H||H2 ||Ht ||L2 ||ut ||H1+

||H||H1 ||ut ||
1
2
L2 ||H||H1 ||ut ||

1
2
H1 ||∇Ht ||L2 ⩽

δ(||ut ||2H1 + ||Ht ||2H1 )+

Cδ(||H||2H2 ||Ht ||2L2 + ||H||4H1 ||ut ||2L2 ) （24）

δ将式（19）~（24）代入式（18），取 充分小，通

过引理 11和引理 12得到引理 13。
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4.3    磁场估计
d
dt
||H||2L2 +C||H||2H1 ⩽C||H0||2L2引理 14　

H x Ω证明　在式（5）两边同乘以 ，且关于 在 的

积分，可得

1
2

d
dt

w
Ω

H2dx+
w
Ω
σ∇× (∇×H) ·Hdx ⩽

w
Ω
|u∇H ·H|+ |H2∇u|dx

1
2

d
dt
||H||2L2 +

w
Ω
σ∇× (∇×H) ·Hdx ⩽C||∇u||L∞ ||H||2L2

由引理 4可得

||H||H1 ⩽C
(
||∇×u||L2+||divH||L2+||H||L2+||H · n||

H1/2( ∂Ω)

)
⩽

C
(||∇×H||L2 + ||H||L2

)
从而有w
Ω
∇× (∇×H) ·Hdx = ||∇H||2L2 ⩾C||H||2H1 −C||H||2L2

d
dt
||H||2L2 +C||H||2H1 −C||H||2L2 ⩽C||∇u||2L∞C||H||2L2

d
dt
||H||2L2 +C||H||2H1 ⩽

(
1+ ||∇u||2W1,q

)
||H||2L2 （25）

||H||2L2 ⩽ e
r t

0 1+||∇u||2
W1,q dτ||H0||2L2 （26）

应 用 Gronwall不 等 式 ， 将 式 （ 26） 代 入 式

（25），可得

d
dt
||H||2L2 +C||H||2H1 ⩽C||H0||2L2

引理 15　
d
dt

(
σ

2
||∇×H||2L2

)
+

1
2
||Ht ||2L2 ⩽C||u||2H2 ||H||2H1

Ht

x Ω

证明　在式（5）等式两边同乘以 ，且关于

在 的积分，可得

||Ht ||2L2+
w
Ω

u · ∇H ·Htdx−
w
Ω

H · ∇u ·Htdx+

σ
w
Ω
∇× (∇×H) ·Htdx = 0 （27）

式（27）左边的第 2~4项：w
Ω

u · ∇H ·Htdx ⩽
1
4
||Ht ||2L2 +C||u||2L∞ ||∇H||2L2 ⩽

1
4
||Ht ||2L2 +C||u||2H2 ||∇H||2L2 （28）

w
Ω

H · ∇u ·Htdx ⩽
1
4
||Ht ||2L2 +C||∇u||2H1 ||H||2H1 （29）

w
Ω
∇× (∇×H) ·Htdx =

1
2

d
dt
||∇×H||2L2 （30）

将式（28）~（30）代入式（27）中，可得

d
dt

(
σ

2
||∇×H||2L2

)
+ ||Ht ||2L2 ⩽

1
2
||Ht ||2L2 +C||u||2H2 ||∇H||2L2 +C||∇u||2H1 ||H||2H1

从而可证
d
dt

(
σ

2
||∇×H||2L2

)
+

1
2
||Ht ||2L2 ⩽C||u||2H2 ||H||2H1

引理 16
1
2

d
dt
||Ht ||2L2 +C||Ht ||2H1 ⩽ δ

(
||∇ut ||2L2 + ||∇u||2W1,q

)
+

Cδ

(
||ut ||2L2 ||H||4L2 + ||Ht ||4L2 + ||Ht ||2L2

)
t

Ht x Ω

证明　对式（5）关于 求导，然后等式两边同乘

以 ，且关于 在 的积分，可得
1
2

d
dt
||Ht ||2L2 = −

w
Ω

u · ∇Ht ·Ht +H · ∇ut·Ht+

ut · ∇H ·Ht +H2
t ∇udx （31）

对上面右边进行估计

RHS ⩽
w
Ω
|u · ∇Ht ·Ht |+ |H · ∇ut ·Ht |+

|ut · ∇H ·Ht |+ |H2
t ∇u|dx ⩽ δ

(
||∇Ht ||2L2 + ||∇ut ||2L2

)
+

Cδ||u||2H2 ||Ht ||2L2 + ||Ht ||L6 ||ut ||L3 ||∇H||L2+

||∇u||2L∞ ||Ht ||2L2 ⩽ δ
(
||∇Ht ||2L2 + ||∇ut ||2L2

)
+

Cδ||Ht ||H1 ||ut ||
1
2
L2 + ||ut ||

1
2
H1 ||H||L2+

||∇u||2w1,q ||Ht ||2L2 ⩽ δ
(
||∇Ht ||2L2 + ||∇ut ||2L2

)
+

Cδ||
(
Ht ||4L2 ||ut ||L2 + ||H||4L2

)
+δ||∇u||2w1,q （32）

将式（32）代入式（31），可得
1
2

d
dt
||Ht ||2L2 ⩽ δ

(
||∇Ht ||2L2 + ||∇ut ||2L2+

||∇u||2
W1,q

)
+Cδ

(
||Ht ||4L2 + ||ut ||2L2 ||H||4L2

)
δ

div H = 0

应用引理 4，使用边界条件式（4），取 充分

小，再注意到 ，可得

||Ht ||2H1 ⩽C
(
||∇Ht ||2L2 + ||div Ht ||2L2+

||Ht ||2L2 + ||Ht ·n||2H1/2( ∂Ω)

)
⩽C

(
||∇Ht ||2L2 + ||Ht ||2L2

)
从而可得引理 18.

4.4    速度和磁场的椭圆估计

引理 17　
||(u,H)||H2 ⩽CΛ(||(ut,Ht)||L2 , ||(u,H)||H1 , ||ρ||W1,q )

证明　根据式（1）中的第 2个式子（动量方

程），可得
ρut +ρu · ∇u+∇P+∇H ·H = µ∆u+ (µ+λ)∇div u
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λ∇div u = ρut +ρu · ∇u+∇P+∇H ·H−2µdiv(S u)

根据椭圆正则性，可得

||u||H2 ⩽C(||ρut ||L2 + ||ρu ·u||L2 + ||∇P||L2 )+

|Bu|
H

1
2 ( ∂Ω)

+ ||u||L2 + ||H · ∇H||L2 ⩽

C
(
||ut ||L2 + ||u||H1 ||∇u||L2 + ||ρ||W1,q+

||H||H1 ||∇H|||
1
2
L2 ||∇H||

1
2
H1 + ||u||L2 + ||u||2H1

)
应用 Young不等式，可得

||u||H2 ⩽Cρ,δ(||ut ||L2+

Λ(||u||H1 , ||ρ||W1,q , ||H||H1 ))+δ||H||H2 （33）

对于磁场方程，式（5）可写成

σ∆H = Ht + (u · ∇)H− (H · ∇)u

类似地，

||H||H2 ⩽C(||Ht ||L2 + ||u · ∇H||L2+

||H · ∇u||L2 + ||H||L2 ) ⩽C(||Ht ||L2+

||u||L6 ||∇H||L3 + ||H||L6 ||∇u||L3 + ||H||L2 ) ⩽

C
(
||Ht ||L2 + ||u||H1 ||∇H||

1
2
L2 ||∇H||

1
2
L6+

||H||H1 ||∇u||
1
2
L2 ||∇u||

1
2
L6 + ||H||L2

)
⩽C

(
||Ht ||L2+

||u||H1 ||H||
1
2
H1 ||∇H||

1
2
H1 + ||H||H1 ||u||

1
2
H1 ||∇u||

1
2
H1+

||H||L2

)
⩽ δ(||H||H2 + ||u||H2 )+Cδ(||Ht ||L2+

Λ(||H||H1 , ||u||H1 )) （34）

δ将式（33）和式（34）相加，并取 充分小，可得

引理 17成立。

3 < q ⩽ 6引理 18　对 ，有

||(u,H)||W2,q ⩽C(||∇ut ||Lq + ||∇Ht ||Lq +Λ(||u||H2 , ||H||H2 ))

证明

||(u,H)||W2,q ⩽C[||∇ut ||Lq +Λ(||(ut,Ht)||Lq , ||(u,H)||H1 )+

||H · ∇H||Lq + ||u · ∇H||Lq + ||H · ∇u||Lq + ||Ht ||Lq ] ⩽

C(||∇ut ||Lq + ||H||L∞ ||H||W1,q + ||u||L∞ ||H||W1,q+

||H||L∞ ||u||W1,q + ||Ht ||Lq ) ⩽C(||∇ut ||Lq+

||H||H2 ||H||H2 + ||u||H2 ||H||H2 + ||Ht ||Lq ) ⩽

C(||∇ut ||Lq + ||∇Ht ||Lq +Λ(||u||H2 , ||H||H2 ))

5    磁流体方程组解的局部存在性

首先考虑磁流体方程组的线性化方程



ρt +div(ρv) = 0

(ρu)t +div(ρv⊗u)+∇P+div
(

1
2
|H|2−H⊗H

)
=

µ∆u+ (µ+λ)∇div u （35）

Ht +∇× (H×u) = σ∆H

div H = 0

3 < q ⩽ 6 v ∈ L∞([0, T ]; H2(Ω))
∩

L2([0, T ]; W2,q(Ω)) vt ∈ L∞([0, T ]; L2(Ω))
∩

L2([0, T ];

H1(Ω)) Ω R3

(ρ0,u0,H0)

引理19　当  ， 设 

, 

，令 是 中带有滑动边界的有界区域，

是已知函数，且满足正则条件：

ρ ⩽ ρ0 ∈W1,q; (u0, H0) ∈ H2(Ω)

边界条件：

v| ∂Ω · n= 0,2µ(S (v) · n)τ| ∂Ω = (Bv)τ| ∂Ω

(ρ,u,H)则初边值问题（35）存在唯一解 ，使得

(u,H) ∈ L∞(0,T ; H1(Ω))
∩

L2(0,T ; H1(Ω))

(ut,Ht) ∈ L∞(0,T ; H1(Ω))
∩

L2(0,T ; H1(Ω))

ρ ∈ Lq(0,T ;W1,q(Ω))

(u, H)其中， 满足边界条件，且满足

||(ut,Ht)||2L2 + ||(u,H)||2H2 + ||ρ||
q
W1,q+w t

0
||(ut,Ht)||2L2+||(u,H)||2L2dτ ⩽C

u ∈C([0,T ]; H1)

0 ⩽ ρ ⩽ Lq(0,T ;W1,q(Ω))

证明　由文献[20]中第 5.9章定理 4，可以得

到 ，由正则性理论和连续性理论可

知， 。因此，线性动量方程

可以写成
ut+v · ∇u+ρ−1∇P+ρ−1div

(
1
2
|H|2−H⊗H

)
=

ρ−1(µ∆u+ (µ+λ)∇div u) （36）

(Ht +∇× (H×u))ρ−1 = σ∆Hρ−1

现通过 Galerkin逼近法来证明式（36）解的局

部存在性.

{φl}m1 {ωl}m1 −∆ L

Vm = span{φ1,φ2, · · · ,φm},Wm =

span{ω1,ω2, · · · ,ωm} m

设 , 分别是 算子和 算子的特征向

量，且是光滑函数，

，对固定的正整数 ，令

Hm(t) =
m∑

l=1

al
m(t)φl, um(t) =

m∑
l=1

bl
m(t)ωl

al
m(t),bl

m(t)系数 满足
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

w
Ω

utmωk + vm · ∇um ·ωk +ρ
−1∇Pωk+

ρ−1div
(

1
2
|Hm|2−Hm⊗Hm

)
ωk)dx =w

Ω
ρ−1(µ∆um+ (µ+λ)∇div um)ωkdx,

w
Ω

(Htm+∇× (Hm×um))ϕkdx =

w
Ω
σ∆Hmϕkdx,

（37）

m (um,Hm)

根据文献 [20]中第 7章定理 1可得，对任意

，存在唯一的 满足式（37）。

类似于前面的先验估计，可得

sup(||(um,Hm)||H1 + || ∂t(um,Hm)||H1 )+

w Γx

0
(|| ∂t(um,Hm)||2L2 + ||∇2(um,Hm)||2Lq )dt+1 ⩽C

C m其中， 与 无关，则可得

L∞(0,T ; H1) (um,Hm) −→ (u,H)在 中， 。

L2(0,T ; H1) (um,Hm)
弱−−→ (u,H)在 中， 。

L∞(0,T ; H1) (um,Hm)
弱∗−−→ (u,H)在 中， 。

L2(0,T ; H1) ( ∂tum, ∂t Hm)
弱−−→ (ut,Ht)在 中， 。

m→∞令 ，则存在式（36）在式（37）意义下的

一个弱解.
m→∞

(u,H)

根据文献[20]中第 7章定理 3，令 ，则

可得 是式（36）的解。

现用迭代法证明磁流体方程组解的局部存

在性。

构造磁流体方程组满足初边值问题（2）~（4）的

逼近解。

首先作如下假设和定义：

u0 = 0;a. 定义

k ⩾ 1 v = uk−1b. 假设对于 ，定义 。

ρk
t +div(ρkuk−1) = 0

(ρkuk)t +div(ρkuk−1⊗uk)+∇Pk+

div
(

1
2
|Hk |2−Hk ⊗Hk

)
=µ∆uk+(µ+λ)∇div uk（38）

Hk
t +∇× (Hk ×uk−1) = σ∆Hk

div Hk = 0

初始条件：

(ρk,uk,Hk)|t=0 = (ρ0,u0,H0) （39）

边界条件：

uk ·n| ∂Ω = 0, (S uk ·n)τ| ∂Ω = (Buk)τ| ∂Ω （40）

根据引理 21可知，式（38）~（40）存在局部解

(ρk,uk,Hk)。另外，根据先验估计，可得

sup(||ρk ||W1,q + ||ρk
t ||L2 + ||(uk,Hk)||H1+

||(uk,Hk)||H1 + || ∂t(uk,Hk)||L2 )+

w T∗

0
(|| ∂t(∇uk,∇Hk)||2L2 + ||∇2(uk,Hk)||2Lq )dt ⩽C

C k其中， 是与 无关的常数。

根据 Aubin-Lions引理，可得

L∞(0,T∗; Lq) ρk −→ ρ在 中， 。

L∞(0,T∗;W1,q) ρk 弱−−→ ρ在 中， 。

L∞(0,T∗; H1) (uk,Hk) −→ (u,H)在 中， 。

且

ρ ∈ L∞(0,T∗;W1,q)　　　

(u,H) ∈ L∞(0,T∗; H1(Ω))
∩

L2(0,T∗; H1)　　

(ut,Ht) ∈ L∞(0,T∗; H1(Ω))
∩

L2(0,T∗; H1)　　

ρ ∈ L∞(0,T∗;W1,q)由连续性理论可得， 。

由嵌入定理可知

u ∈ L∞(0,T∗; H1−弱)
∩

L∞(0,T∗; H1)　　 　

u H
(ρut)t ∈ L∞(0,T∗;W∗) W∗ W

现证 和 关于时间的连续性，首先证明

，其中， 表示 的共轭空间。

||(ρut)t ||W∗ = sup
0⩽t⩽T∗

|⟨(ρut)t,ψ
⟩ | ⩽

sup
0⩽t⩽T∗

w
Ω
|ρt ||u||∇u||ψ|+ |ρ||ut ||∇u||ψ|+ |ρ||u||∇ut ||ψ|+

|Pt ||ψ|+ |∇ut ||∇ψ|+ |∇Ht ||H||ψ|+ |∇H||Ht ||ψ|dx+

sup
0⩽t⩽T∗

w
∂Ω
|ut ||ψ|ds ⩽ sup

∥ψ∥W=1

C
(∥ρt∥L2∥u∥L∞∥∇u∥L3+

∥ρ∥L∞∥ut∥L2∥∇u∥L3 + ∥ρ∥L∞∥u∥L∞∥∇ut∥L2
)∥ψ∥H1+

C(∥∇ut∥L2 + ||ρr−1||L∞ ||ρt ||L2 + ||H||L3 ||∇Ht ||L2+

||Ht ||L3 ||∇H||L2 )∥ψ∥H1 +C∥ut∥H1∥ψ∥H1

ρut ∈ L2(0,T∗;W)

ρut ∈C(0,T∗; L2) ut ∈
C(0,T∗; L2) ∇2u ∈
C(0,T∗; L2)

因为， ，应用文献 [20]中第 5.9章

定理 3，可知 ，所以，可得  
，根据椭圆的正则性理论，可知  
。

||(Ht)t ||W∗ = sup
||φ||H1=1

|⟨(Ht)t,φ
⟩ | ⩽ sup

||φ||H1=1

w
Ω
|ut∇H|+ |u∇Ht |+

|Ht∇u|+ |H∇ut |+ |σ∇× (∇×Ht)||φ|dx ⩽

sup
∥φ∥H1=1

C(||ut ||L2 ||∇H||L3 ||φ||H1+

||∇Ht ||L2 ||u||L3 ||φ||H1 + ||Ht ||L2 ||∇u||L3 ||φ||H1+

||∇ut ||L2 ||H||L3 ||φ||H1 )+C||Ht ||H1 ||φ||H1

(H1(Ω))∗ H1(Ω)其中， 表示 的共轭空间，这就证明
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(Ht)t ∈ L2(0,T∗; (H1(Ω))∗) Ht ∈ L2(0,T∗; H1)

ρut Ht ∈C(0,T∗; L2)

∇2H ∈C(0,

T∗; L2)

了 。因为， ，

类似于 连续性的证明，可知 成

立，根据椭圆的正则性理论，可知  
。

综上，定理 1得证。
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