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混合分数阶 p-Laplace 算子方程积分
边值问题的多解性

张潇涵，    刘锡平，    贾    梅，    陈豪亮
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：研究了一类同时具有 Riemann-Liouville 导数和 Caputo 导数的混合型分数阶 p-Laplace 算子

方程在 Riemann-Stieltjes 积分边界条件下的正解的存在性。根据 Riemann-Stieltjes 积分性质，建立

了边值问题具有多个正解存在的结论。分别运用不动点定理和单调迭代方法证明了所得结论的正确

性，并建立了求解此类边值问题的近似解的迭代序列。最后给出实例用于说明所得结论的适用性。
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Multiplicity of Solutions for Integrated Boundary Value Problems of
Mixed Fractional p-Laplacian Operator Equations
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(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: The existence of positive solutions was studied for a class of mixed fractional p-Laplacian
operator equations with both Riemann-Liouville derivatives and Caputo derivatives under Riemann-
Stieltjes integral boundary conditions. According to the Riemann-Stieltjes integral properties, several
conclusions were obtained about the existence of multiple positive solutions of boundary value problems
by using the fixed point theorem and monotone iterative method. Iterative sequences were established
for finding the approximate solutions of such boundary value problems. Finally, some examples were
presented to demonstrate the applicability of the conclusions.
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1    问题的提出

随着自然科学和社会科学的发展，复杂工程

应用需求的增加，分数阶微积分理论及其应用开

始受到广泛关注[1-4]。非线性分数阶微分方程起源

于核物理、流体力学及非线性光学等应用领域，
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p

其理论研究在目前微分方程领域中较为活跃 [5-9]。

具有 -Laplace算子的分数阶微分方程边值问题是

非线性微分方程的一个重要研究课题，许多学者

对不同类型的分数阶微分方程边值问题解或正解

的存在性与多重性进行了大量研究 [10-17]。由于

Riemann-Stieltjes积分边值问题是经典 Riemann积

分边值问题的推广，两点边值问题、多点边值问

题及一般 Riemann积分边值问题可视为 Riemann-
Stieltjes积分边值问题的特例，因此，Riemann-
Stieltjes积分边值问题具有更宽广的应用背景[12]。

p

本文研究一类同时具有 Riemann-Liouville导数

和 Caputo导数的混合型分数阶 -Laplace算子方程

在 Riemann-Stieltjes积分边界条件下的正解的存在性。
Dα0+ (φp(cDβ0+u(t))) = f (t,u(t)), t ∈ (0,1)

u′(0) = u′′(0) = 0, u(1) =
w 1

0
u(s)dB(s)

cDβ0+u(0) = cDβ0+u(1) = 0

（1）

1 < α ⩽ 2 < β ⩽ 3 Dα0+
cDβ0+

φp p φp(s) = |s|p−2s p > 1

φq = φ
−1
p

1
p
+

1
q
= 1 f : [0,1]×R+→ R+

R+ = [0,+∞)
w 1

0
u(s)dB(s)

B

式 中 ： ； 是 标 准 的 Riemann-
Liouville分数阶导数； 是 Caputo型分数阶导

数 ； 是 -Laplace算 子 ， ， ，

， ； 是连续函数，

； 是 Riemann-Stieltjes积分，

其中， 是单调递增函数。

2    预备知识及引理

分数阶微积分的相关定义及其结论见文献[2-3]。
这里给出几个与本文密切相关的结论。

u ∈C(0,1)∩L(0,1)

Dα0+u(t) = 0

引理 1[3]　假设 ，则分数阶微

分方程 的解为

u(t) = c1 tα−1+ c2 tα−2+ · · ·+ cn tα−n

ci ∈ R (i = 1,2, · · · ,n) n

α

式中： 为任意常数； 为大于或

等于 的最小整数。

u ∈C(0,1)∩L(0,1)
cDα0+u(t) = 0

引理 2[3]　假设 ，则分数阶微

分方程 的解为

u(t) = d0+d1t++d2t2+ · · ·+dn−1tn−1

di ∈ R (i = 0,1,2, · · · ,n−1) n

α

式中： 为任意常数； 为大

于或等于 的最小整数。

B [a,b]

h,g [a,b] B

[a,b] x h(x) ⩽ g(x)

引理 3[18]　设函数 在 上单调递增。如果

在 上关于 是 Riemann-Stieltjes可积的，且

对于 内的一切 都有 ，则有w b

a
h(x)dB(x) ⩽

w b

a
g(x)dB(x)

f Q = {(x,y) : a ⩽ x ⩽

b,c ⩽ y ⩽ d} (x,y) B [a,b]

引理 4[18]　设 在矩形区域  
 的每个点 处连续， 在 上单调

递增，那么，

F(y) =
w b

a
f (x,y)dB(x)

[c,d]在 上连续。

现假设

(H0) w =
w 1

0
dB(t) < 1, m =

w 1

0
t β−1(1− t)dB(t) , 0

E =C[0,1] ∥u∥ = max
t∈[0,1]

|u(t)|
E P ⊂ E

定义空间 ，取范数 ，

显然， 为实 Banach空间。定义锥 为
P = {u ∈ E : u(t) ⩾ 0}
ξ ∈C[0,1] u ∈ E引理 5　令 ，则函数 是下面的边

值问题的解。
Dα0+ (φp(cDβ0+u(t))) = ξ(t), t ∈ (0,1)

u′(0) = u′′(0) = 0, u(1) =
w 1

0
u(s)dB(s)

cDβ0+u(0) = cDβ0+u(1) = 0

（2）

u ∈ E当且仅当 ，

u(t) =
w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ)ξ(τ)dτ

)
ds （3）

其中

H(t, s) = Λ(t, s)+
gB(s)
1−w

（4）

Λ(t, s) =
1
Γ(β)


(1− s)β−1− (t− s)β−1,

0 ⩽ s ⩽ t ⩽ 1
(1− s)β−1,

0 ⩽ t < s ⩽ 1

（5）

G(s, τ) =
1
Γ(α)


(s(1−τ))α−1− (s−τ)α−1,

0 ⩽ τ ⩽ s ⩽ 1
(s(1−τ))α−1,

0 ⩽ s < τ ⩽ 1

（6）

gB(s) =
w 1

0
Λ(t, s)dB(t) （7）

φp
(
cDβ0+u(t)

)
= v(t)证明　令 ，则边值问题（2）可

以分解为如下两个边值问题： Dα0+v(t) = ξ(t), t ∈ (0,1)

v(0) = v(1) = 0
（8）

和 
cDβ0+u(t) = φq(v(t)), t ∈ (0,1)

u′(0) = u′′(0) = 0, u(1) =
w 1

0
u(s)dB(s)

（9）

根据引理 1和引理 2分别得到边值问题（8）和
（9）的解为

v(t) =
1
Γ(α)

w t

0
(t− s)α−1ξ(s)ds−

tα−1

Γ(α)

w 1

0
(1− s)α−1ξ(s)ds = −

w 1

0
G(t, s)ξ(s)ds （10）
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u(t) =
1
Γ(β)

w t

0
(t− s)β−1φq(v(s))ds−

1
Γ(β)

w 1

0
(1− s)β−1φq(v(s))ds+

w 1

0
u(s)dB(s) =

−
w 1

0
Λ(t, s)φq(v(s))ds+

w 1

0
u(s)dB(s) （11）

对式（11）的两边进行 Riemann-Stieltjes积分，w 1

0
u(t)dB(t) = −

w 1

0
gB(s)φq(v(s))ds+w

w 1

0
u(s)dB(s)

从而得到w 1

0
u(t)dB(t) = − 1

1−w

w 1

0
gB(s)φq(v(s))ds

将其代入式（11），可得

u(t) = −
w 1

0
Λ(t, s)φq(v(s))ds− 1

1−w

w 1

0
gB(s)φq(v(s))ds =

−
w 1

0
H(t, s)φq(v(s))ds

再结合式（10），可知边值问题（2）的解为式（3）。
反之，设

u ∈ E u(t) =
w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ)ξ(τ)dτ

)
ds，

u = u(t)易证 满足式（2）的方程与边界条件。

证毕。

G(s, τ) Λ(t, s)引理 6　函数 和 满足如下性质：

G(s, τ) Λ(t, s) [0,1]× [0,1]

Λ(t, s) ⩾ 0 (t, s) ∈ [0,1]× [0,1]

a.  和 均在 上连续，且

，对任意 ；

0 ⩽ G(s, τ) ⩽ G(τ,τ) (s, τ) ∈ [0,1] ×
[0,1]

b.  ，对任意

；
t β−1(1− t)(1− s)β−1

Γ(β)
⩽ Λ(t, s) ⩽

(1− s)β−1

Γ(β)
(t, s) ∈ [0,1]× [0,1]

c.  ，对任

意  。

G(s, τ) Λ(t, s)证明　由函数 和 的表达式容易证得

性质 a和 b。下面证明性质 c。
0 ⩽ s ⩽ t ⩽ 1当 时，

Γ(β)Λ(t, s)= (1−s)β−1−(t−s)β−1⩾ (1−s)β−1− (t−ts)β−1 ⩾
(β−1)(t− ts)β−2(1− t)(1− s) =
(β−1)tβ−2(1− t)(1− s)β−1 > tβ−1(1− t)(1− s)β−1

另一方面，有

Γ(β)Λ(t, s) = (1− s)β−1− (t− s)β−1 ⩽ (1− s)β−1

0 ⩽ t < s ⩽ 1当 时，

Γ(β)Λ(t, s) = (1− s)β−1 ⩾ tβ−1(1− t)(1− s)β−1

证毕。

H(t, s)引理 7　函数 满足如下性质：

H(t, s) (t, s) ∈ [0,1]× [0,1]a.  在 上连续；

0 ⩽
m(1− s)β−1

(1−w)Γ(β)
⩽ H(t, s) ⩽

(1− s)β−1

(1−w)Γ(β)
(t, s) ∈ [0,1]× [0,1]

b.  ，对任意

的 成立。

Λ(t, s) [0,1]× [0,1]

gB(s)

H(t, s)

证明　由引理 6可知， 在 上是

连续的，再根据引理 4，可得 是连续的，从而

连续。

因为，

t β−1(1− t)(1− s)β−1

Γ(β)
⩽ Λ(t, s) ⩽

(1− s)β−1

Γ(β)

由引理 3可得

gB(s) =
w 1

0
Λ(t, s)dB(t) ⩾

w 1

0

t β−1(1− t)(1− s)β−1

Γ(β)
dB(t) =

(1− s)β−1

Γ(β)

w 1

0
t β−1(1− t)dB(t) =

m(1− s)β−1

Γ(β)

和

gB(s) =
w 1

0
Λ(t, s)dB(t) ⩽

w 1

0

(1− s)β−1

Γ(β)
dB(t) =

(1− s)β−1

Γ(β)

w 1

0
dB(t) =

w(1− s)β−1

Γ(β)

因此，

H(t, s) = Λ(t, s)+
gB(s)
1−w

⩾
gB(s)
1−w

⩾
m(1− s)β−1

(1−w)Γ(β)
⩾ 0

且

H(t, s) = Λ(t, s)+
gB(s)
1−w

⩽
(1− s)β−1

Γ(β)
+

w(1− s)β−1

(1−w)Γ(β)
=

(1− s)β−1

(1−w)Γ(β)

证毕。

3    边值问题正解的多重性

P E θ : P→ R+

x,y ∈ P λ ∈ [0,1]

设 是 Banach空间 中的锥， 为连续

泛函，对任意 及 ，满足
θ(λx+ (1−λ)y)−λθ(x)− (1−λ)θ(y) ⩾ 0

θ P则称 为 上的一个凹泛函[1]。

Pc= {x∈P : ∥x∥ < c} P{θ,b,d}= {x∈P : b ⩽ θ(x),

∥x∥ ⩽ d} b,c,d > 0 θ(u) =

min
t∈[0,1]

|u(t)|

记 ， 
，这里 。定义连续凹泛函  
。

0 < a < b < d ⩽ c

T : Pc→ Pc θ : P→ R+

θ(x) ⩽ ∥x∥ x ∈ Pc

引 理 8[1]　 设 有 常 数 ， 算 子

全 连 续 ， 为 连 续 凹 泛 函 ，

对任意的 成立。又设

{x ∈ P(θ,b,d) : θ(x) > b} , ϕ x ∈
P(θ,b,d) θ(T x) > b

a.  ， 对 任 意 的  
，有 ；

∥T x∥<a x ∈ Pab.  ，对任意的 ；

θ(T x) > b x ∈ P(θ,b,c) ∥T x∥ > dc.  ，对任意的 且 。

T x1, x2, x3 ∥x1∥ < a <

∥x3∥ , θ(x3) < b < θ(x2)

则 至少有 3个不动点 ，满足  
。
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H0 f : [0,1]×R+→ R+

A : P→ E

引理 9　假设（ ）成立， 是

连续函数，定义算子 为

Au(t) =
w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ) f (τ,u(τ))dτ

)
ds

A : P→ P则算子 全连续。

u ∈ P H,G, f

Au(t) ⩾ 0 A

A : P→ P

证明　对任意 ，由函数 的非负性和

连续性，可得 ，且 为连续算子，即

连续。

Ω ⊂ P

r ∥u∥ ⩽ r u ∈ Ω
令 为非空有界闭集，即存在一个正常数

，使得 对所有 成立。

M = max
t∈[0,1],u∈Ω

| f (t,u(t))|+1 u ∈ Ω令 ，则对 ，有

|Au(t)| =
∣∣∣∣∣w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ) f (τ,u(τ))dτ

)
ds

∣∣∣∣∣ ⩽
Mq−1

w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ)dτ

)
ds ⩽

Mq−1
w 1

0

(1− s)β−1

(1−w)Γ(β)
φq

(w 1

0
G(τ,τ)dτ

)
ds

∥Au∥ < +∞ A即 ，因此， 一致有界。

H(t, s) (t, s) ∈ [0,1]× [0,1]

ε > 0

δ > 0 t1, t2 ∈ [0,1] |t1− t2| < δ

|H(t1, s)−H(t2, s)| < ε
/(

Mq−1φq

(w 1

0
G(τ,τ)dτ

))
u ∈ Ω

因为，函数 在 上连续，

从而一致连续，所以，对任意的 ，存在

，使得对任意 ，当 时，有

。于是，

对所有 ，

|Au(t2)−Au(t1)| ⩽w 1

0
|H(t2, s)−H(t1, s)|φq

(w 1

0
G(s, τ) f (τ,u(τ))dτ

)
ds ⩽

Mq−1φq

(w 1

0
G(τ,τ)dτ

)w 1

0
|H(t2, s)−H(t1, s)|ds < ε

A因此， 等度连续。

A : P→ P由 Arzela-Ascoli定理可知， 全连续。

证毕。

现作如下记号：

L1 = (1−w)Γ(β+1)
(
φq

(w 1

0
G(τ,τ)dτ

))−1

L2 =
(1−w)Γ(β)

m

(w 1

0
(1− s)β−1φq

(w 1

0
G(s, τ)dτ

)
ds

)−1

H0 L1 > 0,L2 > 0显然，当（ ）成立时， 。

H0 f : [0,1]× R+→ R+

0 < a < b < d = c L2b < L1c

定理 1　假设（ ）成立，且   
连续，存在常数 ， ，满足：

f (t,u) < φp(L1a) (t,u) ∈ [0,1]× [0,a]a.  ，对 ；

f (t,u) > φp(L2b) (t,u) ∈ [0,1]× [b,c]b.  ，对 ；

f (t,u) ⩽ φp(L1c) (t,u) ∈ [0,1]× [0,c]c.  ，对 。

u1,u2,u3则边值问题（1）至少有 3个正解 ，满足：
max
t∈[0,1]

u1(t) < a, b < min
t∈[0,1]

u2(t) < max
t∈[0,1]

u2(t) ⩽ c

a < max
t∈[0,1]

u3(t) ⩽ c, min
t∈[0,1]

u3(t) < b

证明　由引理 5可知，边值问题（1）等价于积

分方程

u(t) =
w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ) f (τ,u(τ))dτ

)
ds

u = u(t)

u u = Au(t)

显然， 是边值问题（1）的正解当且仅当

满足算子方程 。

A : Pc→ Pc

u ∈ Pc

首先，证明 全连续。对任意的

，由定理 1的 c，有

∥Au(t)∥= max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ) f (τ,u(τ))dτ

)
ds

∣∣∣∣∣ ⩽
w 1

0

(1− s)β−1

(1−w)Γ(β)
φq

(w 1

0
G(τ,τ)φp(L1c)dτ

)
ds =

L1c
(1−w)Γ(β)

φq

(w 1

0
G(τ,τ)dτ

)w 1

0
(1− s)β−1ds =

L1cφq

(w 1

0
G(τ,τ)dτ

)
(1−w)Γ(β+1)

⩽ c

Au ∈ Pc A : Pc→ Pc即 。再根据引理 9，可知 是全连

续的。

u ∈ Pa

∥Au∥ < a

类似地，由定理 1的 a可以证明，当

时， ，即引理 8中的 b成立。

u(t) =
b+ c

2
, 0 ⩽ t ⩽ 1 u(t) ∈ P(θ,b,c)

θ(u) = min
t∈[0,1]

|u(t)| = b+ c
2
> b {u ∈ P(θ,b,c) :

θ(u) > b} , ϕ u ∈ P(θ,b,c) t ∈ [0,1],

b ⩽ u(t) ⩽ c

选取 ，显然， ，

且 ，所以，  

。如果 ，那么，对  
。根据定理 1的 b，有

θ(Au) = min
t∈[0,1]

|Au(t)| =

min
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ) f (τ,u(τ))dτ

)
ds

∣∣∣∣∣ >
w 1

0

m(1− s)β−1

(1−w)Γ(β)
φq

(w 1

0
G(s, τ)φp(L2b)dτ

)
ds =

mL2b
(1−w)Γ(β)

w 1

0
(1− s)β−1φq

(w 1

0
G(s, τ)dτ

)
ds = b

θ(Au) > b u ∈ P(θ,b,c) d = c

u ∈ P(θ,b,c)

∥Au∥ > d θ(Au) > b

即 ，对所有的 。选取 ，则

引 理 8中 的 a成 立 。 同 理 ， 如 果 且

，可以证得 ，那么，引理 8中的

c也成立。

u1, u2, u3

因此，由引理 8可知，边值问题（1）至少存在

3个正解 ，并且
max
t∈[0,1]

u1(t) < a, b < min
t∈[0,1]

u2(t) < max
t∈[0,1]

u2(t) ⩽ c

a < max
t∈[0,1]

u3(t) ⩽ c, min
t∈[0,1]

u3(t) < b

证毕。

H0 f (t,0) . 0, t ∈ [0,1]

c > 0 f

定理 2　假设（ ）成立， ，

并且存在常数 ，使得 满足
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f (t,u) < f (t,v) < φp(L1c), 0 ⩽ u < v ⩽ c, t ∈ [0,1]

µ∗, ω∗ 0 ⩽ ∥µ∗∥ <
∥ω∗∥ ⩽ c µk+1 = Aµk ωk+1 = Aωk k = 0,1,

2, · · · µ∗, ω∗ µ0(t) = 0, ω0(t) = c,

t ∈ [0,1]

则边值问题（1）有 2个正解 ，满足  
。迭代序列 ， ，

， 分别收敛于 ，其中， 
，并且
µ0(t) < µ1(t) < · · · < µk(t) < · · · < µ∗(t) <
ω∗(t) < · · · < ωk(t) < · · · < ω1(t) < ω0(t)

{µk}
µ∗ ∈ Pc lim

k→∞
∥µk −µ∗∥ = 0 µ∗

证明　首先，证明迭代序列 为递增序列且

存在 使 ， 是边值问题（1）
的 1个正解。

µ0(t) = 0 µ0 ∈ Pc

A(Pc) ⊆ Pc µk ∈ A(Pc) ⊆ Pc

A : Pc→ Pc {µk} µ1 = Aµ0 ∈
Pc

取 ，显然， 。根据定理 1的证

明过程，可知  ，则 。又因

全连续，故 为列紧集。由 
，得到

c ⩾ µ1(t) = Aµ0(t) > 0 = µ0(t), t ∈ [0,1]

f (t,u) u ∈ Pc

A

根据假设条件， 在 上单调递增，从

而算子 为增算子，那么，
µ2(t) = Aµ1(t) > Aµ0(t) = µ1(t), t ∈ [0,1]

µk+1(t) > uk(t), t ∈ [0,1], k = 0,1,2, · · ·依此类推，有     。

µ∗ ∈ Pc lim
k→∞
∥µk −µ∗∥ = 0

µk+1 = Aµk A µ∗ = Aµ∗

µ∗

因此，存在 ，使得  。由

及算子 的全连续性，有 ，所

以， 为边值问题（1）的 1个正解。

{ωk} ω∗ ∈
Pc lim

k→∞
∥ωk −ω∗∥ = 0 ω∗

现证明迭代序列 为递减序列且存在  
使得 ， 是边值问题（1）的 1个

正解。

ω0(t) = c ω0 ∈ Pc ωk+1 = Aωk

A(Pc) ⊆ Pc ωk ∈ A(Pc) ⊆ Pc A
{ωk} ω1 = Aω0 ∈ Pc

取 ，显然， 。因为， ，

，所以， 。又因为 是全连

续算子，所以， 为列紧集。由 ，

得到

ω1(t) =
w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ) f (τ,c)dτ

)
ds <

w 1

0

(1− s)β−1

(1−w)Γ(β)
φq

(w 1

0
G(τ,τ)φp(L1c)dτ

)
ds =

L1c
(1−w)Γ(β)

φq

(w 1

0
G(τ,τ)dτ

)w 1

0
(1− s)β−1ds =

L1cφq

(w 1

0
G(τ,τ)dτ

)
(1−w)Γ(β+1)

= c = ω0(t)

ω1(t) < ω0(t), t ∈ [0,1] f (t,u) u ∈ Pc即 。由 在 上单调递

增，从而有

ω2(t)=Aω1(t)=
w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ) f (τ,ω1(τ))dτ

)
ds<

w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ) f (τ,ω0(τ))dτ

)
ds =

Aω0(t) = ω1(t)

ωk+1(t) < ωk(t), t ∈ [0,1], k = 0,1,2, · · ·依此类推，有 。

ω∗ ∈ Pc lim
k→∞
∥ωk −ω∗∥ = 0

ωk+1 = Aωk A ω∗ = Aω∗

ω∗

因此，存在 ，使得 。由

及算子 的全连续性，有 ，所

以， 为边值问题（1）的 1个正解。

µk(t) < ωk(t), t ∈ [0,1], k = 0,1,2, · · ·最后，证明 。

µ0(t) < ω0(t), t ∈ [0,1]因为， ，则

µ1(t)=Aµ0(t)=
w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ) f (τ,µ0(τ))dτ

)
ds <

w 1

0
H(t, s)φq

(w 1

0
G(s, τ) f (τ,ω0(τ))dτ

)
ds =

Aω0(t) = ω1(t)

µk(t) < ωk(t), t ∈ [0,1], k = 0,1,2, · · ·类似地，可以推出    。

证毕。

4    应用举例

p

现运用所得结论解决几个具体的混合型分数

阶 -Laplace算子方程边值问题。

例 1　若取

B(s) =


0, s ∈

[
0,

1
2

]
1
2
, s ∈

[
1
2
,1

]
w 1

0
u(s)dB(s) =

1
2

u
(

1
2

)
则有 ，于是，Riemann-Stieltjes

积分边值问题（1）退化为如下混合分数阶微分方程

边值问题：
D

3
2
0+

(
φ 3

2

(
cD

5
2
0+u(t)

))
= f (t,u(t)), t ∈ (0,1)

u′(0) = u′′(0) = 0, u(1) =
1
2

u
(

1
2

)
cD

5
2
0+u(0) = cD

5
2
0+u(1) = 0

（12）

其中

φ 3
2

(
cD

5
2
0+u(t)

)
=


cD

5
2
0+u(t)√
|cD

5
2
0+u(t)|

, cD
5
2
0+u(t) , 0

0, cD
5
2
0+u(t) = 0

f (t,u) =


1
2

t2+19u3, u ⩽ 1

1
2

t2+
√

u+18, u ⩾ 1

α=
3
2
, β=

5
2
, p=

3
2

w=
1
2
<1 m=

(
1
2

) 7
2

,0

L1 = 8.462 8 L2 =

328.896 2 a = 0.1, b = 1, c = 100 L2b <

L1c f (t,u)

。容易算出， ， ，

符 合 假 设 条 件 ， 从 而 得 到 ，  
。选取 ，则有  

，并且 满足：

(t,u) ⩽ 0.519 < φ 3
2
(L1a) = 0.919 9, (t,u) ∈ [0,1]×a. 
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[0,0.1]；

f (t,u) ⩾ 19 > φ 3
2
(L2b) = 18.135 5, (t,u) ∈ [0,1]×

[1,100]

b. 
；

f (t,u) ⩽ 28.5 ⩽ φ 3
2
(L1c) = 29.090 9, (t,u) ∈ [0,1]×

[0,100]

c. 
。

u1,u2,u3

因此，运用定理 1，边值问题（12）至少有 3个

正解 ，满足：
max
t∈[0,1]

u1(t) < 0.1, 1 < min
t∈[0,1]

u2(t) < max
t∈[0,1]

u2(t) ⩽ 100

0.1 < max
t∈[0,1]

u3(t) ⩽ 100, min
t∈[0,1]

u3(t) < 1

例 2　考虑混合分数阶微分方程边值问题
D

5
4
0+

(
φ 3

2

(
cD

5
2
0+u(t)

))
= et+

√
u+4, t ∈ (0,1)

u′(0) = u′′(0) = 0, u(1) =
2
3

w 1

0
su(s)ds

cD
5
2
0+u(0) = cD

5
2
0+u(1) = 0

（13）

其中

φ 3
2

(
cD

5
2
0+u(t)

)
=


cD

5
2
0+u(t)√∣∣∣∣∣cD

5
2
0+u(t)

∣∣∣∣∣
, cD

5
2
0+u(t) , 0

0, cD
5
2
0+u(t) = 0

α =
5
4
, β =

5
2
, p =

3
2
, B(s) =

1
3

s2 f (t,u) = et +
√

u+4

w =
1
3
< 1 L1 = 4.766 0

c = 50 f (t,u) f (t,0) = et +4 . 0

,  。

易 得 成 立 ， 从 而 求 得 。 取

，则 满足 且
f (t,u)⩽ f (t,50)⩽ f (1,50)= 13.789 4< 15.437 0=φ 3

2
(L1c)

µ∗, ω∗ 0 ⩽ ∥µ∗∥ < ∥ω∗∥ ⩽ 50

因此，运用定理 2，边值问题（13）至少有 2个

正解 ，且满足 。
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