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基于柔度曲率曲线拟合的薄板结构损伤识别研究

周    奎，    徐宏文，    方    早，    吴    伟
（上海理工大学 环境与建筑工程学院，上海 200093）

摘要：提出了基于柔度曲率多项式曲线拟合的损伤识别方法，并用该方法对薄板结构进行损伤研

究。采用有限元软件 ANSYS 进行模态分析，得到损伤薄板的模态振型和固有频率，进而得到

X 方向和 Y 方向柔度曲率，然后分别在 X 方向和 Y 方向进行多项式曲线拟合。基于拟合值与原始

值的差值构造新的损伤指标。数值算例的结果表明，基于柔度曲率多项式曲线拟合的方法相比仅

采用柔度曲率矩阵的方法能够更好地进行平板损伤定位，同时相比柔度曲率差等需要结构损伤前

后模态数据的损伤识别方法，该方法不需要用到结构损伤前的模态数据，可以运用于难以获得健

康结构的模态振型数据的结构损伤识别中。
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Damage Identification of Thin Plate-Type Structures Based on the
Flexibility Curvature Curve Fitting
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Abstract: A method of damage identification based on the flexural curvature polynomials curve fitting
was presented and the method was then used to study the damage of thin plate structures. The modal
shapes and natural frequencies of the damaged thin plate were obtained by the modal analysis using the
finite element software ANSYS, and the flexibility curvatures in X-direction and Y-direction were
provided. Then they were fitted with polynomial curves in the direction of X and Y axis. Based on the
difference between the fitting values and the original values, a new damage index was proposed. The
numerical results show that the method based on the flexibility curvature polynomial curve fitting can
identify the damage position of the plate more accurately than the methods which only use the flexibility
curvature  matrix.  Comparing  with  other  methods,  in  the  method  it  is  not  necessary  to  have  the
knowledge about the vibration modes of the original structure, so it can identify the damage cases where
it is difficult to get the modal data in healthy state of the structure.
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结构损伤识别一直都是结构健康监测的核心

问题之一。随着现代计算机技术的飞速发展及传

感器技术、信号处理技术的进步，使得测试信号

能够得到准确、快速的分析处理，基于结构动力

响应的损伤检测成为国内外研究的热点 [1-4]。目

前，许多结构损伤识别方法需要利用结构损伤前

后的模态数据，如柔度曲率差、模态曲率差及模

态应变能差等，这些方法之所以可以进行损伤识

别是因为他们所构造的损伤指标在损伤处发生的

变化要比未损伤处发生的变化更加明显，因而损

伤前后数据的差值在损伤部位会明显大于未损伤

部位[5-7]，但是，这些方法需要结构损伤前后的模

态数据，这对于那些难以获得无损结构模态数据

的结构则无法进行损伤检测。研究表明，仅利用

损伤结构的数据也可以进行损伤识别，如仅用损

伤结构的柔度曲率矩阵、模态曲率矩阵等。由于

这些损伤指标在损伤部位有突变，观察突变的位

置来进行损伤定位，但是，由于这些损伤指标在

损伤处的值与周围的数据相差不大，容易误

判[8-9]。徐典等  [10]提出了柔度曲率曲线最小二乘法

拟合的方法，将拟合后的曲线与原始曲线之间包

围的面积作为损伤指标进行结构损伤识别。结果

表明，该方法对梁结构具有良好的损伤定位功

能。徐飞鸿等  [11]提出了模态曲率曲线最小二乘法

拟合的方法，将拟合后的曲线与原始曲线之间包

围的面积作为损伤指标，对梁结构进行了损伤定

位研究，取得了良好的效果。但是，目前关于这

方面的研究大多数仅针对一维梁类结构。

本文提出柔度曲率多项式曲线拟合的结构损

伤识别方法，并利用该方法对平板进行损伤识别

仿真模拟。利用损伤后的平板结构前 10阶模态振

型和固有频率分别在 X方向和 Y方向计算其柔度

曲率。由于其柔度曲率值在损伤位置存在突变，

用多项式曲线对柔度曲率值进行拟合时，多项式

曲线能够较准确地经过或靠近未损伤位置的点，

而损伤位置的点则距拟合曲线较远。然后用拟合

值与原始值的差值构造新的损伤指标，可以分别

得到 X方向和 Y方向的柔度曲率拟合差，将损伤

指标用 Matlab绘制三维曲面图，从图像上能够精

确地识别出损伤位置。该方法只需结构损伤后的

模态振型数据，从而能够运用到一些难以获得健

康结构的模态振型数据的结构损伤识别中。

1    基于柔度曲率曲线拟合损伤定位
方法

1.1    弹性薄板柔度曲率

(a−1)× (b−1)

a b

将弹性薄板划分 个单元，即 X
方向 个节点，Y方向 个节点，如图 1所示。
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图 1    薄板有限元模型单元划分

Fig.1    Element  meshing  of  the  finite  element  model  of  thin
plate　　　　　　　　　　　

 
 

i

φi

将薄板   阶振型的节点按照每列从小到大首尾

相接的形式依次组成一个向量 。

φi = [φ1i,φ2i, · · ·,φni] （1）

φni

φi i

式中： 表示第 i阶振型第 n个节点 Z方向模态

位移（挠度）； 表示   阶模态质量归一化振型。

m F

柔度矩阵的构造体现了振型和频率的综合特

征，由于高阶模态对柔度的影响较小，所以，可

以取前   阶振型构造柔度矩阵 ，其表达式为

F =ΦΩ−1ΦT =



φ11 φ12 · · · φ1m

φ21 φ22 · · · φ2m

...
...

...

φn1 φn2 · · · φnm





ω2
1

ω2
2

. . .

ω2
m



−1 

φ11 φ21 · · · φn1

φ12 φ22 · · · φn2

...
...

...

φ1m φ2m · · · φnm


（2）
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φnm n m

ωm m

式中： 表示第 个节点在第 阶模态下的 Z方向

模态位移（挠度）； 表示第 阶模态下的固有频率。

F =



m∑
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ω2
i

m∑
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φi1φi2

ω2
i

· · ·
m∑

i=1

φi1φin

ω2
i

m∑
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φi2φi1

ω2
i

m∑
i=1

φi2φi2

ω2
i

· · ·
m∑

i=1

φi2φin

ω2
i

...
...

...
m∑

i=1

φinφi1

ω2
i

m∑
i=1

φinφi2

ω2
i

· · ·
m∑

i=1

φinφin

ω2
i


（3）

F Fi j i

j

F n

n

n

Fa

在柔度矩阵 中，每项元素 表示在 点施加

单位激励力时 点产生的位移，也就是柔度。由于

柔度矩阵 第 列数据表示的是在不同的点施加激

励时第 个点的位移，所以，可以将这列的数据进

行平均，得到一个平均值来代表这个点，这与文

献[8-9]中采用列最大值代表这个点不同，仿真试

验计算结果表明，采用平均值会使得柔度曲率曲

线更加平滑，多项式拟合效果更好。含有 个数据

的过度矩阵 可表示为

Fa = [ f1, f2, · · ·, fk, · · ·, fn] （4）

fk F k

k n = a×b

式中： 表示柔度矩阵 中的第   列平均值，同时

也代表第   个节点的损伤指标， 。

Fa b a

Fave

将过度矩阵 排列成   行   列的矩阵，得到

柔度平均值矩阵 。

Fave =


f1b f2b · · · fab
...

...
...

f12 f22 · · · fa2
f11 f21 · · · fa1

 （5）

fi j (i, j)式中， 表示薄板坐标为 的柔度平均值。

Fave

FCX

FCY

分别将柔度平均值矩阵  按行和列进行二次

差分，可以得到 X方向柔度曲率矩阵 和 Y方向

柔度曲率矩阵 。

X方向二次差分公式为

Fi j
CX =

( f(i−1) j+ f(i+1) j)−2 fi j

∆x2 （6）

Fi j
CX (i, j)

f(i−1) j fi j f(i+1) j

∆x

式中： 表示薄板坐标为 的节点的 X方向柔

度曲率； ， ， 表示沿 X方向相邻的节

点柔度平均值； 表示 X方向相邻节点的距离。

相应地，Y方向二次差分公式为

Fi j
CY =

( fi( j−1)+ fi( j+1))−2 fi j

∆y2 （7）

Fi j
CY (i, j)

fi( j−1) fi j fi( j+1)

∆y

式中： 表示薄板坐标为 的节点的 Y方向柔

度曲率； ， ， 分别表示沿 Y方向相邻

的节点柔度平均值； 表示 Y方向相邻节点的

距离。

1.2    多项式拟合曲线

选择板的某一行（列），将行（列）的节点的损

伤指标值用多项式曲线拟合。通过选择一个合适

的多项式次数，可以使得拟合曲线尽可能地通过

未损伤位置的节点值，而损伤位置的节点值由于

有一个突变，所以，会使得该点距离拟合曲线较

远。将拟合曲线上的数值与原始数值作差并平

方，构造出新的损伤指标。将这个损伤指标进行

三维曲面绘图，通过观察图像中是否存在明显突

变位置进行损伤识别。

多项式拟合曲线的表达式为

y = a0+a1x+a2x2+ · · ·+anxn （8）

a0,a1, · · ·,an式中： 为多项式拟合曲线系数；n为多

项式最高次。

2    算例数值计算

2×1011

Fave Fave

FCX FCY

利用专业有限元分析软件 ANSYS建立弹性薄

板有限元模型。板尺寸选为长 1 m，宽 1 m，厚

0.003 m。将板的长和宽各等间距划分 25个单元，

即每个单元的尺寸为 0.04 m×0.04 m。单元采用实

体单元 Soild186，密度取 7 850 kg/m3，杨氏模量取

 N/m2，泊松比取 0.3。将有限元模型中的某

个单元弹性模量减小 50%来模拟损伤，具体如图

2所示。模态提取方法采用 Lanczos法，采用稀疏

矩阵方程求解器。Soild186单元每个单元有 20个

节点，位移模态的提取选择板中面上的节点。提

取薄板前 10阶模态振型和固有频率，按照式（2）～
（5）构造平均柔度矩阵 。将平均柔度矩阵 分

别沿 X方向和 Y方向进行二次差分得到 X方向柔

度曲率矩阵 和 Y方向柔度曲率矩阵 。
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图 2    单处损伤 50% 的四边固支板有限元模型

Fig.2    Four-side  fixed  plate  finite  element  model  with  one
50%-level-damaged element
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2.1    多项式拟合曲线的选择

为了寻找合适的拟合曲线次数，分别选择边

上（Y=2）和中间（Y=13）这两行数据进行拟合。结果

如图 3所示。对于边界和中部的柔度曲率 k，通过

8次多项式曲线拟合，曲线基本可以通过各个点，

故可以选择 8次多项式拟合。
 

 

(b) 中部 (Y=13) 
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图 3    柔度曲率多项式曲线拟合

Fig.3    Flexibility curvature polynomial curve fitting
 
 

为了检验 8次多项式是否能够区分出损伤位

置的点，选择第 5行数据进行分析，结果如图

4所示。从图 4中可以看出，第 9，10，11，12这

4个点位于曲线外，而第 10，11这 2个点正好位

于损伤位置，所以，8次多项式拟合能够区分出损

伤位置的点。在实际结构损伤检测时，由于损伤

位置未知，无法对多项式次数进行检验，但是，

基于柔度曲率曲线拟合检测平板的损伤规律是一

致的，可以直接采用仿真模拟的结果得到的 8次

多项式进行拟合，当然，最好是进行实际试验得

到多项式次数的一般规律，然后应用于实际平板

损伤检测。

2.2    多项式曲线拟合损伤识别结果

FCX

FCY

δFCX

δFCY

利用 Matlab软件编制程序分别对 X方向柔度

曲率矩阵 的每一行和 Y方向柔度曲率矩阵

的每一列进行 8次多项式曲线拟合，将拟合值

与原始值分别作差并平方，得到新的损伤指标，

即 X方向柔度曲率拟合差 和 Y方向柔度曲率

拟合差 。

δFCX = (F′CX −FCX)2 （9）

δFCY = (F′CY −FCY )2 （10）

F′CX F′CY

FCX FCY

式中： ， 分别为 X方向和 Y方向柔度曲率

拟合值； ， 分别为 X方向和 Y方向柔度曲

率值。

FC δFC

FC

δFC

FC

δFC

为了综合 X方向和 Y方向的数据，定义损伤

指标综合柔度曲率 和综合柔度曲率拟合差 ，

其中，综合柔度曲率 为 X方向柔度曲率与 Y方

向柔度曲率乘积；综合柔度曲率拟合差 为 X方

向柔度曲率拟合差与 Y方向柔度曲率拟合差的乘

积并开方，开方的原因是为了避免数值过小，软

件难以绘图。综合柔度曲率 和综合柔度曲率拟

合差 的表达式为

FC = FCX·FCY （11）

δFC =

√
δF2

CX·δF
2
CY （12）

FCX FCY式中： ，  分别为 X方向和 Y方向柔度曲

率值。

通过 Matlab三维曲面绘图工具可以分别绘制

柔度曲率及柔度曲率拟合差三维曲面图，分别如

图 5和图 6所示（见下页）。

通过比较拟合前后的损伤指标，可以发现：

图 5（a），5（b），5（c）中损伤位置存在微小突起，

但是，损伤识别效果并不理想，难以进行损伤识

别；图 6（a），6（b），6（c）中均存在一处明显突

变，且突变位置均为预设的损伤单元位置。仿真

模拟表明，基于模态曲率多项式曲线拟合的方法

能够很好地进行损伤定位。
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图 4    损伤处（Y=5）柔度曲率多项式曲线拟合

Fig. 4    Flexibility  curvature  polynomial  curve  fitting  at  the
damage position (Y=5)
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3    结　论

以四边固定支承的薄板为研究对象，通过有

限 元 软 件 ANSYS计 算 得 到 了 单 处 损 伤 程 度

50%弹性薄板结构的前 10阶模态振型和固有频

率，并计算得到柔度曲率。基于柔度曲率拟合数

据与原数据的差值构造新的损伤指标并绘制三维

曲面图，研究了基于模态曲率多项式曲线拟合的

方法对板类结构的损伤定位效果，结果表明：基

于柔度曲率多项式曲线拟合的方法能够准确地进

行薄板结构的损伤定位，相比仅采用模态曲率矩

阵进行损伤识别的方法，该方法能够使损伤位置

的突变程度更大，进而更加容易发现损伤区域。

同时，相比柔度曲率差等需要结构损伤前后模态

数据的方法，该方法只需损伤结构的模态数据，

能够运用到那些难以获得无损结构模态数据的结

构损伤识别中。

本文只对单个单元 50%损伤进行了数值模拟，

没有考虑小损伤、多损伤、实际信号中的噪音这

些因素，所以，对于这些因素，仍需作进一步的

研究。
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