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块结构 r-循环矩阵的性质及其算法研究

史雨梅，    秦    梅
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：提出了一种新的块循环矩阵，称之为块首尾差 r–循环矩阵（简记为 bFLDCMr）。首先，验

证了其线性运算结果和矩阵乘积仍是 bFLDCMr；其次，给出了 bFLDCMr 的判别法和非奇异性判

定的充要条件，并讨论了 bFLDCMr 的对角化；最后，利用 Sherman-Morrison-Woodbury 公式，给

出了三对角块 r–循环线性系统求解的直接算法。
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Properties of r-Circulant Matrices of Block Structure and Their
Algorithm Research

SHI Yumei，      QIN Mei
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: A  new  type  of  matrices  which  is  called  the  first  and  the  last  difference  r-block  circulant
matrix(bFLDCMr)  was  presented.  The  linear  operation  and  the  matrix  product  were  verified  to
bFLDCMr. Two discriminance, a sufficient and necessary condition for determining the nonsingularity
and  the  diagonalization  of  bFLDCMrwere  discussed.  Finally,  by  using  Sherman-Morrison-Woodbury
formula,  the  direct  algorithm for  solving r-circulant  tridiagonal  block systems of  linear  equations  was
provided.
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循环矩阵的概念于 1885年由 Muir S.T.首次提

出，1950年之前该方面未引起数学研究者的足够

重视，直到 1950年之后，人们才对其行列式、逆

等性质进行研究。近年来，循环矩阵以其良好的

性质和特殊的结构，被广泛运用于科技工程及应

用数学等领域，如石油勘测、信号处理、数字图

像处理、计算机时序分析、优化设计等方向。循

环矩阵理论已成为矩阵论的热门研究方向[1-3]，并

获得了飞速的发展。

由于特殊循环矩阵的性质和结构相对于循环

矩阵更为良好，故引起我们的关注，并对其进行

了推广和研究，例如其行列式、非奇异性、对角
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化、谱分解、高次幂的表达式、逆矩阵及广义逆

的各种算法等。特殊循环矩阵在研究中所取得的

成果对相关领域的发展将起到至关重要的作用。

随着对循环矩阵研究的深入，新的循环矩阵

不断被提出[4-6]，例如 r–循环矩阵、首尾差 r–循环

矩阵、块循环矩阵等。本文在此基础上，给出了

块首尾差 r–循环矩阵的概念，研究了其线性运

算、矩阵乘积、非奇异性、对角化等性质，并给

出了三对角块 r–循环线性系统求解的直接算法。

1    预备知识

A0, A1, · · · , An−1

m n×m A

定义 1　设矩阵 均为复数域

上的 阶矩阵，若 阶矩阵 有下列形式

A =



A0 A1 A2 · · · An−2 An−1

rAn−1 A0− An−1 A1 · · · An−3 An−2

rAn−2 rAn−1− An−2 A0− An−1 · · · An−4 An−3

...
...

...
...

...

rA2 rA3− A2 rA4− A3 · · · A0− An−1 A1

rA1 rA2− A1 rA3− A2 · · · rAn−1− An−2 A0− An−1


A bFLDCMr

A = bFLDC(A0, A1, · · · , An−1)r

则称矩阵 为块首尾差 r–循环矩阵（ ），

可记作 。

A B m×n

p×q A⊗B
mp×nq

定义 2[7]　若矩阵 和矩阵 分别是 和

阶 的 矩 阵 ， 则 Kronecker积 为 一 个

的矩阵，即

A⊗B =



a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

...
...

am1B am2B · · · amnB


A ∈ Cm×n

r (r > 0) A
σi (i = 1,2, · · · ,r) A p−

定义 3[8]　设矩阵 ，若矩阵 的

奇异值记作 ，则 的 Schatten  范

数为

∥A∥p =
min{m,n}∑

i=1

σ
p
i


1
p

A ∈ Pp A = (Ai j)引理 1[9]　设 ，且 ，则有

∥A∥2p ⩽
∑
i, j

∥∥∥Ai j
∥∥∥2

p, 2 ⩽ p <∞

Pp p−其中 为定义了 Schatten  范数的算子空间。

(
f (x) In 0
g (x) 0 In

)引 理 2[10]　 若 分 块 多 项 式 矩 阵

进行一系列的初等行变换后化为(
d (x) u (x) v (x)

0 s (x) t (x)

)
d(x) f (x) g(x) u (x) f (x)+

v (x)g (x) = d (x)

则 是 与 的最大右公因式，且 
。

2    块首尾差 r–循环矩阵的性质

为了研究方便，称如下形式的矩阵

Φ =



0 Im 0 · · · 0 0

0 0 Im · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

...
...

...
...
...

0 0 0 · · · 0 Im

rIm −Im 0 · · · 0 0


为基本块首尾差 r–循环矩阵。

显然，它的特征多项式为
G (x) = xnIm+ xIm− rIm

且

Φ0 = Inm, Φ
n = rInm−Φ

Inm Im n

m = 1 Φ

∆

其中 是主对角元为 的 阶块对角矩阵。特别

地，当 时， 就退化为基本首尾差 r–循环矩

阵，简记为 。

A

A =
n−1∑
i=0

(In⊗ Ai)Φi = F (Φ)

定理 1　矩阵 是块首尾差 r–循环矩阵，当且

仅当矩阵 。

F (Φ)下记 为块首尾差 r–循环矩阵的表示多

项式。

A

AΦ =ΦA

定理 2　矩阵 是块首尾差 r–循环矩阵当且仅

当 。

证明：必要性显然。

A =
(
Ai j

)
n×n

Ai j (i = 1,2, · · · ,n;

j = 1,2, · · · ,n) m

充分性　设 ，其中 

为 阶矩阵。

AΦ =ΦA由 知

A1,i+1 = rAin, i = 1,2, · · · ,n−1
Ai+1,2 = Ai1− Ain, i = 1,2, · · · ,n−1

Ai+1, j+1 = Ai j, i = 1,2, · · · ,n−1; j = 2,3, · · · ,n−1

则可得
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A =



A11 A12 A13 · · · A1,n−1 A1n
rA1n A11− A1n A12 · · · A1,n−2 A1,n−1

rA1,n−1 rA1n− A1,n−1 A11− A1n · · · A1,n−3 A1,n−2
...

...
...

...
...

rA13 rA14− A13 rA15− A14 · · · A11− A1n A12
rA12 rA13− A12 rA14− A13 · · · rA1n− A1,n−1 A11− A1n


A因此矩阵 是块首尾差 r–循环矩阵。

A, B

A+B A−B

推论 1　如果矩阵 为同类型的块首尾差

r–循环矩阵，则 ， 仍为同类型的块首尾

差 r–循环矩阵。

A, B

A B
AB = BA

定理 3　如果矩阵 为同类型块首尾差

r–循环矩阵，则它们的乘积仍为该类型块首尾差

r–循环矩阵。特别地，若 ， 是同类型二重块首

尾差 r–循环矩阵，则有 。

A B证明：因为矩阵 和 都是块首尾差 r–循环矩

阵，由定理 2可得
AΦ =ΦA, BΦ =ΦB

因此
ABΦ = AΦB =ΦAB
BAΦ = BΦA =ΦAB

AB BA所以 和 都是块首尾差 r–循环矩阵。

AB = BA由定理 1显然可得 。

A
A F (x) =

n−1∑
i=0

(In⊗ Ai) xi G (x) = xnIm+ xIm− rIm

Im

定理 4　如果矩阵 为块首尾差 r–循环矩阵，

则 矩 阵 非 奇 异 当 且 仅 当 矩 阵 多 项 式  

和 的最大右公因

式为 。

H (x) F (x)

G (x) U1 (x)

V1(x) Q(x)

证明：必要性　令 为矩阵多项式 ，

的最大右公因式，则存在矩阵多项式 ，

， 使得
U1 (x) F (x)+V1 (x)G (x) = H (x)

F (x) = Q (x) H (x)

x =Φ F (Φ) = Q (Φ) H (Φ) A = F (Φ)

H (Φ) H1 (x)

H1 (Φ) H (Φ) = Inm

令 ，则 。由 非

奇异可知 非奇异，故存在矩阵多项式 使

得 ，那么
F1 (x)U1 (x) F (x)+H1 (x)V1 (x)G (x) = H1 (x) H (x) = Im

Im F (x) G (x)所以 为矩阵多项式 和 的最大右公因式。

Im F (x) G (x)

U (x) V (x)

充分性　若 为矩阵多项式 和 最大右

公因式，则存在矩阵多项式 ， 使
U (x) F (x)+V (x)G (x) = Im

x =Φ令 ，则
U (Φ) F (Φ)+V (Φ)G (Φ) = Inm

F (Φ) = A G (Φ) = 0又 ， ，则
U (Φ) A = Inm

A故矩阵 是非奇异的。

3    块首尾差 r–循环矩阵的对角化

∆ Φ由矩阵 ， 及 Kronecker积的定义知
∆⊗ Im =Φ

且

Φk = (∆⊗ Im)k = ∆k ⊗ Im

∆k = V∆diag
(
ωk

0,ω
k
1, · · · ,ω

k
n−1

)
V−1
∆

其中 ，而

V∆ =



1 1 1 · · · 1 1
ω0 ω1 ω2 · · · ωn−2 ωn−1

ω2
0 ω2

1 ω2
2 · · · ω2

n−2 ω2
n−1

...
...

...
...

...

ωn−2
0 ωn−2

1 ωn−2
2 · · · ωn−2

n−2 ωn−2
n−1

ωn−1
0 ωn−1

1 ωn−1
2 · · · ωn−1

n−2 ωn−1
n−1


ωi (i = 0,1, · · · ,n−1) ∆

n

且 为基本首尾差 r–循环矩阵 的

个不同特征值。

Φ

Φ V−1
Φ
ΦVΦ = diag(ω0Im,

ω1Im, · · · ,ωn−1Im) VΦ = V∆⊗ Im

定理 5　若矩阵 为基本块首尾差 r–循环矩

阵 ， 则 矩 阵 可 对 角 化 且  
，其中 。

证明：由上述讨论可得

Φ = ∆⊗ Im =
(
V∆diag(ω0,ω1, · · · ,ωn−1)V−1

∆

)
⊗ Im

由 Kronecker积性质可知

(V∆⊗ Im)
(
diag(ω0,ω1, · · · ,ωn−1)⊗ Im

) (
V−1
∆
⊗ Im

)
=

VΦdiag(ω0Im,ω1Im, · · · ,ωn−1Im)V−1
Φ

即

Φ = VΦdiag(ω0Im,ω1Im, · · · ,ωn−1Im)V−1
Φ

所以

V−1
Φ ΦVΦ = diag(ω0Im,ω1Im, · · · ,ωn−1Im)

A
A V−1

Φ
AVΦ =

diag(F (ω0) ,F (ω1) , · · · ,F (ωn−1)) F (x) =
n−1∑
i=0

Aixi

VΦ = V∆⊗ Im

定理 6　若矩阵 为非奇异块首尾差 r–循环矩

阵 ， 则 矩 阵 可 对 角 化 且  

，其中 ，

。

A r−证明：已知矩阵 为块首尾差 循环矩阵，由
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定理 1得

A =
n−1∑
i=0

(In⊗ Ai)Φi

所以

V−1
Φ AVΦ=V−1

Φ

n−1∑
i=0

(In⊗ Ai)Φi

VΦ=
n−1∑
i=0

V−1
Φ (In⊗ Ai)ΦiVΦ

VΦ = V∆⊗ Im VΦi−1 = V−1
∆
⊗ Im又 ，所以 ，故

V−1
Φ AVΦ =

n−1∑
i=0

(
V−1
∆ ⊗ Im

)
(In⊗ Ai)

(
∆i⊗ Im

)
(V∆⊗ Im)

=

n−1∑
i=0

(
V−1
∆ ∆

iV∆
)
⊗ Ai

=

n−1∑
i=0

diag
(
ωi

0 Ai,ω
i
1 Ai, · · · ,ωi

n−1 Ai
)

=diag(F (ω0) ,F (ω1) , · · · ,F (ωn−1))

A r−
A = bFLDC(A0, A1, · · · , An−1)r

推论 2　若 是块首尾差 循环矩阵，且

，则有

∥A∥2p ⩽ n
n−1∑
j=1

∥∥∥A j
∥∥∥2

p, 2 ⩽ p <∞

W =
1
√

n
VΦ r−证明：　令 ，由块首尾差 循环矩

阵的对角化得
X =W∗AW

于是

Xkk =

n−1∑
j=1

ωk
j A j, k = 0,1, · · · ,n−1

因此

∥A∥p = ∥X∥p =
n−1∑

k=0

∥Akk∥pp


1
p

n−1∑
k=0

∥∥∥∥∥∥∥∥
n−1∑
j=1

ωk
j A j

∥∥∥∥∥∥∥∥
p

p


2
p

⩽ n
∥∥∥A j

∥∥∥2
p再由引理 1得 ，即

∥A∥2p ⩽ n
n−1∑
j=1

∥∥∥A j
∥∥∥2

p, 2 ⩽ p <∞

4    三对角块 r–循环线性系统解的直
接算法

在现代工程研究领域，常常会用到循环线性

系统，通过已有的数学理论，下面将对如下具有

块结构的 Hermitian对称线性系统的解进行研究

Mx = F （1）

F ∈ Cn M ∈ Cn×n M m×m

r−
其中 ， ，且矩阵 为如下的 块

三对角块 循环矩阵

M=M(A,B, · · · ,0,B∗)r=



A B 0 · · · 0 B∗

rB∗ A B · · · 0 0
...

...
...

...
...

rB 0 0 · · · rB∗ A


s(n = ms) A = A∗ > 0 B

x = {Xi} F = {Fi} Xi Fi ∈ Cs i = 1,2, · · · ,m
这里 阶矩阵 ， 非奇异，列向量

， ，且 ， ， 。

首先考虑方程

Ny = F （2）

其中

N = N
(
A,B,B∗,Γ

)
=



Γ B 0 · · · 0 0

rB∗ A B · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · rB∗ A


N LU对 进行 分解得到

L =


I 0 0 · · · 0 0

rB∗Γ−1 I 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · rB∗Γ−1 I



U =


Γ B 0 0 · · · 0
0 Γ B 0 · · · 0
...
...
...
...

...
0 0 0 0 · · · Γ


Γ = Γ∗ A = Γ+ rB∗Γ−1B这里 需满足等式 ，于是方程

（2）等价于如下的线性系统
Lz = F, z = {Zi}, Uy = z, y = {Yi}, i = 1,2, · · · ,m

通过计算可得

Z1 = F1, Zi = Fi− rB∗Γ−1Zi−1, i = 2,3, · · · ,m
Yr=Γ

−1Zr, Yi=Γ
−1(Zi−BYi+1), i = m−1,m−2, · · · ,1

P=rB∗Γ−1 Q=Γ−1B D=diag(Γ,

Γ, · · · ,Γ) N = LDV

为了方便，令 ， ， 
，于是 ，得到

N−1 = V−1 D−1L−1 （3）

L−1 = (li j) V−1 = (vi j)记 ， ，则有

li j =

{
0, i < j
(−1)i− j Pi− j, i ⩾ j

vi j =

{
0, i > j
(−1) j−iQ j−i, i ⩽ j

且

D−1 = diag(Γ−1,Γ−1, · · · ,Γ−1)

接着寻求如下线性系统的解
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Ñỹ = F （4）

这里

Ñ =


A B 0 · · · 0 0

rB∗ A B · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · rB∗ A

 , ỹ =


Ỹ1
Ỹ2
...

Ỹm


而

Ñ =


A B 0 · · · 0 0

rB∗ A B · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · rB∗ A

 =

N+


I
0
...
0

 (A−Γ,0, · · · ,0) = N+E1RT

于是由 Sherman-Morrison-Woodbury公式得

Ñ−1 = N−1−N−1E1(I+RTN−1E1)−1RTN−1

因此，可以得到式（4）的解为

ỹ =Ñ−1F
=N−1F−N−1E1(I+RTN−1E1)−1RTN−1F
=y−N−1E1(I+ (A−Γ)ET

1 N−1E1)−1RTy

=y−N−1E1(I+ (A−Γ)ET
1 N−1E1)−1(A−Γ)Y1

而由式（3）可计算得到

(N−1E1)i = (V−1 D−1L−1E1)i =

m∑
k=i

(−1)i+1Qk−iΓ−1 Pk−1

ET
1 N−1E1 =

m∑
k=1

Qk−1Γ−1 Pk−1, i = 1,2, · · · ,m

因此，式（4）可写成

Ỹi =Yi−
 m∑

k=i

(−1)i+1Qk−iΓ−1 Pk−1

·I+ (A−Γ)
m∑

k=1

Qk−1Γ−1 Pk−1

−1

(A−Γ)Y1

最后回归到线性系统（1），寻求该线性系统的

解。式（1）的系数矩阵可以写为

M = Ñ+



I 0
0 0
...
...

0 0
0 I


(

0 0 · · · 0 B∗
rB 0 · · · 0 0

)
= Ñ+ ŨB̃T

于是再由 Sherman-Morrison-Woodbury公式得

M−1 = Ñ−1− Ñ−1Ũ(I+ B̃TÑ−1Ũ)−1B̃TÑ−1

M−1F = Ñ−1F− Ñ−1Ũ(I+ B̃TÑ−1Ũ)−1 B̃TÑ−1F

此时线性系统（1）的解为

x = ỹ− Ñ−1Ũ(I+ B̃TÑ−1Ũ)−1B̃Tỹ

5    结　论

提出了块首尾差 循环矩阵的概念，并验证了

其和、差及乘积仍是块首尾差循环矩阵，这说明

了其有很强的保结构性。接着通过构造基本块首

尾差循环矩阵研究了非奇异性，并通过运用

Kronecker积的性质，研究了其对角化的性质。利

用 Sherman-Morrison-Woodbury公式，给出了三对

角块循环线性系统求解的直接算法，这对其他领

域的应用具有重要的意义.
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