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原子核结合能的协方差分析

王梦茹，    郭文军，    郗梓涵，    张霄吉
（上海理工大学 理学院，上海  200093）

摘要：以 Weizsäcker 公式为基础，使用协方差分析的研究方法，重新计算了原子核结合能中的体

积项、表面项等 5 个系数，使原子核的结合能平均误差降至最低。在此基础上，利用 Fattoyev 给

出的协方差方法，给出了各项系数的误差范围、各项系数与原子核结合能之间的关联系数、各项

系数之间的关联系数。研究表明，原子核的结合能与对称能、表面能、库仑能有很大关系，而且

对称能系数的误差很大，这里隐含着 3 个重要的物理规律：原子核可能存在四极形变；库仑能的

大小可能因为四极形变而改变；可能存在中子皮、质子皮等影响对称能的大小。可以通过该项研

究，对比系数间的关联性，合并减少系数的个数；得到结合能与体积项、表面项、对称能之间的

密切程度等信息，为得出更为精确的原子核质量提供理论依据。
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Covariance Analysis of Nuclear Binding Energy
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Abstract: Based  on  the  Weizsäcker  formula,  five  coefficients  of  nuclear  binding  energy  were
recalculated  by  the  covariance  analysis  method  to  minimize  the  average  error  of  the  nuclear  binding
energy.  The  covariance  method  given  by  Fattoyev  was  used  to  give  out  the  error  ranges  of  each
coefficient, the correlation coefficient between each coefficient and the nuclear binding energy, and the
coefficient of correlation between coefficients themselves. The research shows that the nuclear binding
energy is closely related with the symmetry energy, surface energy and Coulomb energy. The error of
the symmetry energy coefficient is large, which suggests that three important physical laws are involved
here: the nucleus may have quadrupole deformation; the size of Coulomb energy may change because of
the  quadrupole  deformation;  there  may exist  neutron skins  and proton skins  that  affect  the  size  of  the
symmetry energy. By the study, the correlation between the coefficients can be compared, the number of
coefficients can be reduced and the information of the binding energy and the close relationship between
the volume term and surface item can be got. The results provide a theoretical basis for achieving a more
accurate value of nuclear mass.
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原子核质量的精确计算与测量对于核物理以

及核天体物理等许多领域的研究具有很高的应用

价值，例如，快中子俘获过程（r−过程）中原子核

质量起着重要作用[1]。通常考虑原子核核力的饱和

性、同位旋对称性等基本性质的核质量模型包括

有限力程的小液滴模型（FRDM）[2]、Duflo-Zuke模

型 [3]、 Hartree-Fock-Bogoliubov（ HFB） 模 型 [4]和

Weizsäcker-Skyrme（WS）质量公式[5-7]等，这些模型

参数通常由约 2 000多个原子核质量的实验数据[8]

来确定，由它所预言的原子核质量，精度可以达到

0.3~0.6 MeV[7]。基于某个未知原子核的邻近几个已测

量核的质量，结合一些几何关系来预言原子核质量的

模型有同量异位多重态质量方程（MME）[9]、Garvey-
Kelson关系[10]、质子−中子残余相互作用[11]等。

高精度的核质量数据在核结构以及核天体的

研究中具有重要的应用。随着科学技术的发展，

人们建立了一批批新的放射性束流线和高精度质

量谱仪，原子核质量测量成为一个越来越热门的

研究领域。Jiang等[12]在计算相邻的原子核的质量

时提出了一种新方法，末尾的 1个质子和 2个中

子之间的质子−中子相互作用为 V1p-2n,末尾的 2个

质子和 1个中子之间的相互作用为 V2p-1n,对于核子

数 A≥60的核子，通过实验提取相邻的原子核的结

合能。使用一个简单的函数来描述 V1p-2n 和 V2p-1n,
并能计算出相邻原子核的质量，且提高了计算的

精度。Hove等[13]提出了一种新的预测核质量的方

法，能用已知的核结合能推出其相邻的核结合

能，他们选择 4个特定的质量关系构建用来消除

核结合能光滑误差的核子数函数，并且通过比较

核子相同的奇偶性来消除其快速的奇−偶变化。磁

钢度−飞行时间、离子阱、等时性模式质量谱仪、

肖特基质量谱仪等方法可以直接测量原子核的质

量。偏离 β稳定线的奇异核质量的实验数据要比

长寿命的稳定核的实验数据少很多[8]。精细核谱学

研究小组自 2007年以来，利用放射性束流线

（RIBLL2）产生的放射性束和冷却储存环（CSRe）等
时性模式对67Se等短寿命奇异核的质量进行了直接

测量 [14-18]。Tu等 [19]利用兰州重离子加速器冷却储

存环（HIRFL-CSR）装置，首次对 100 ms量级的短

寿命近质子滴线核素63Ge,65As和67Se的质量进行了

测量。在等时性模式下，质量精度达到百万分之

一。该项研究得到的65As核素的高精度实验数据

解决了核天体物理中的一个重要问题，即对于第

一类 X射线暴，64Ge不是快质子俘获过程中的一

个重要的“等待点”核,消除了 X射线暴的一个不确

定性。Zhang等[20]精确测量了近质子滴线短寿命核

素 41Ti， 45Cr， 49Fe和 53Ni的质量，实验精度达到

0.02~0.04 MeV。此项研究利用新得到的高精度原

子核质量数据，首次在 fp壳层对同位旋多重态质

量公式（IMME）进行了严格的检验，发现对于质量

数 A=53，同位旋多重态 T=3/2，IMME公式失效。

这一现象是现有的核理论无法解释的。该研究发

现 IMME公式失效，意味着人们对原子核同位旋

对称性及其破缺的认识是不完备的。Yan等 [21]测

量了一系列短寿命 T=−3/2核素，包括45Cr，实验

精度达到千万分之一。基于取得的实验数据，特

别是精确测定的45Cr的质量，确定了 X射线暴模

型计算在低质量区 rp过程核反应路径的走向，否

定了理论预言的 Ca−Sc循环的存在。

核物质状态方程是核物理研究的热点之一[22-23]。

在原子核质量的液滴模型中，对称能项与核物质

状态方程紧密相关。而对称核物质状态方程人们

己经有了比较清楚的了解，但是，对于非对称的

核物质状态方程还不确定，尤其是同位旋相关的

部分，即核物质的对称能，人们颇有争议。非对

称核物质状态方程的确定能极大地提高原子核质

量理论上的计算精度。对称能在重离子反应、核

结构、天体核物理等研究中具有重要的影响[24-29]。

目前，在一定区域，关于对称能范围的结论产生

重叠，达到了初步的共识 [30]。但是，不同的模型

方法对对称能的约束结果仍然有很大的不确定

性。因此，通过实验与模型计算相比较来获取更

精确的对称能是当前研究的热点。

Fattoyev利用协方差方法研究了中子皮和中子

星 [31]，首次给出了理论计算中的参数的误差以及

参数和参数之间的关联。本文利用 Fattoyev给出

的协方差方法，通过对比系数间的关联性、系数

和结合能误差的关联系数，合并或优化系数的个

数的研究，为得到更为精确的原子核质量提供理

论依据。

1    理论模型

自 1935年 Weizsäcker根据液滴模型给出了半
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EB

经验的核质量公式，在之后的几十年里，人们对

此公式进行了反复的修改，最终得出了较为完整

的原子核结合能 半经验公式（Weizsäcker公式）：

EB = avA−asA
2
3 −acZ2A−

1
3−

asym(Z−N)2A−1+EBP
（1）

apA−
1
2 −apA−

1
2

式中：av，as，ac，asym，ap 分别为体积能项系

数、表面能项系数、库仑能项系数、对称能项系

数、对能项系数；A，Z，N分别为原子核的质量

数、质子数和中子数；EBP 为对能项对于偶偶核、

奇 A核和奇奇核分别取值 ，0， 。

式（1）表示的原子核结合能 EB 由 5项组成，

依次为体积能项、表面能项、库仑能项、对称

能项、对能项。

图 1是文献[8]中给出的 2 854个原子核的结合

能分布，由图可以看出，原子核的结合能在铁元

素附近达到最大，而远离 β稳定线核素的结合能

迅速下降，整个核素图中的结合能分布呈现环状

分布。现将对 Weizsäcker公式中的 5项系数进行

调整，使其能够满足该文献中的实验结果。如表 1
所示。

2    结果与讨论

通过最小二乘法计算了文献[8]中的 2 854个原

子核的结合能，并给出了对应的 5个参数。因

为，比原有公式考虑了更多的核素，所以，表面

能、库仑能、对能的系数改变很多，说明远离稳

定线核素的结合能同这 3项关系紧密。

使用新的参数计算了质子数在 8～110之间总

计 2 854个核素的比结合能百分比误差和绝对误

差，并且画出图 2和图 3。

图 2中灰色的部分表示误差在 1%以内，可以

看出，在稳定线附近的核素的比结合能误差都较

小，而在丰中子区和缺中子区比结合能的误差达

 

表 1   Weizsäcker 公式原始数据以及本文得出数据

Tab.1    Original data of Weizsäcker formula and the data obtained in this article
 

系数 体积能项系数 av/MeV 表面能项系数 as/MeV 库仑能项系数 ac/MeV 对称能项系数 asym/MeV 对能项系数 ap/MeV

原始数据 15.8 18.3 0.72 23.2 11.2

本文数据 14.852 15.624 0.611 94 23.900 14.851
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图 1    原子核结合能的分布

Fig. 1    Distribution of the nuclear binding energy

 

2010 40 5030 60 70 80 90 110

20

0

40

60

80

100

120

140

160

N

Z

−3.0
−2.5
−2.0
−1.5
−1.0
−0.5
0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0

百分比误差/%

 
图 2    原子核比结合能的百分比误差分布

Fig. 2    Percentage  error  distribution  of  the  nuclear  ratio
binding energy
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图 3    原子核比结合能的绝对误差分布

Fig. 3    Absolute error distribution of the nuclear ratio binding
energy
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到 3%左右。图 3中灰色部分比结合能的误差在
0.1 MeV以内，同样可以看出，稳定线附近核素的
误差较小。以上说明远离稳定线的核素可能会有
不同的结构，本文将采用协方差的方法找出什么
因素导致远离稳定线核素的比结合能误差较大。

为了得出各个系数之间的关系，采用了 Fattoyev
给出的协方差方法，对系数间的关联系数进行了

研究。在原子核中起主导作用的是核力，而核力

又有短程性、饱和性、强相互作用等的特点，至

今人们无法得到核力的所有性质，增加了原子核

结合能的不确定性。传统的描述核特征的模型有

小液滴模型和费米气体模型等，Weizsäcker公式是

小液滴模型的主要推论，其中体积项占主导作

用。从表 2给出的各系数间的关联系数中可以看

出，体积能项系数与其他 4个系数的关联程度较

小，说明液滴模型是可以较准确地描述原子核核

力的饱和性质的，而核力的饱和性质主要同原子

核的体积相关。表面能项与库仑能项关联系数较

大，且为负关联，说明两者关系密切，如果原子

核为椭球型，则其表面积增大，库仑能减少，呈

现负关联。表面能项与对称能项也关联紧密，这

同样是因为远离稳定线原子核中中子质子分布的

不均匀，会出现中子皮或质子皮现象，造成原子

核的实际半径增大。所以，随着原子核远离稳定

线，原子核的表面积越来越大，两者呈现正关

联。最后，库仑能项也和对称能项紧密相关，库

仑相互作用就是重要的同位旋效应，系统的中子

质子分布越不均匀，系统的对称能就越大，同时

会有很明显的中子皮、质子皮出现，从而造成库

仑能计算中的半径与对称能负相关，最终造成两

者出现明显的负相关。综上所述，在结合能表达

式中，体积能项相对独立，而库仑能项、表面能

项、对称能项紧密相关，当原子核存在四极形变

或中子（质子）皮时，三者会出现明显的关联。
 

  
表 2    各个系数之间的相关系数

Tab.2    Correlation coefficient between various coefficients

关联系数 体积能项 表面能项 库仑能项 对称能项

表面能项 0.249 715 − − −
库仑能项 0.096 964 6 −0.646 709 − −
对称能项 −0.013 563 0 0.476 284 −0.890 675 −
对能项 0.008 447 38 0.321 788 0.107 634 −0.182 708

 
 

表 3给出 5个系数的误差，从中可以看出，体

积能项系数的相对误差最小，仅为千分之一，说

明体积能项的表达式较为准确，可以正确描述原

子核结合能中的主要部分。而对称能项系数的相

对误差较大，也就是说对称能项不能够完全描述

体系中的对称能部分，这主要是因为作者对对称

能了解的信息还较少。当前核物理中一个主流的

研究方向就是研究对称能，在不同核密度情况

下，物理学家给出的对称能的数值也千差万别，

作者需要更为准确的表达式来描述体系中的对称

能部分。表 3中对能项系数的相对误差最大,造成

这样的原因有待进一步讨论。
 

  
表 3    各个系数的相对误差

Tab.3    Relative error of each coefficient %

体积能项系数 表面能项系数 库仑能项系数 对称能项系数 对能项系数

0.112 9 0.438 5 1.662 5.356 13.28
 
 

表 4给出了 5个系数与结合能的关联系数。可

以看出，体积能项系数与结合能误差的关联系数

接近于 0，同样说明体积项的表达式较为准确，不

需要进一步调整。而表面能项、库仑能项、对称

能项对结合能的误差贡献很大，一方面说明这三

项作者研究得不够清楚或者是因为忽略掉了四极

形变和皮结构等因素；另一方面为作者给出更为

精确的结合能公式指明了道路。最后对能项对结

合能的误差贡献很小，这可能是因为对能项奇偶

相错，其影响被平均掉了，也造成了对能项系数

的误差很大。
 

  
表 4    5 个系数与结合能的关联系数

Tab.4    Correlation coefficient between the five coefficients and
the binding energy

体积能项系数 表面能项系数 库仑能项系数 对称能项系数 对能项系数

−0.027 717 3 −0.769 956 0.978 806 −0.884 027 0.061 330 1

 

 

3    结　论

采用 Weizsäcker公式计算了 2 854个核素的结

合能，并与实验值进行了比较，通过协方差的分

析手段，研究了各系数的隐含信息，得出结论：

a. 对称能项、库仑能项、表面能项关联程度

很大，对结合能的误差贡献也最大。这是因为原

子核存在四极形变和皮结构造成的。

b. 体积能项对结合能误差的贡献很小，其系

数的误差也很小，说明体积能项表达式较为准

确，进一步研究中可以保持不变。

c. 对能项对结合能的误差贡献也很小，系数的

误差却很大，其对结合能的影响可能被平均掉

了，需要进一步的研究。

致谢：感谢 F. J. Fattoyev，B. A. Li 参与协方差

分析方法的讨论。
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