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全直线区域上的对角化Chebyshev 有理谱方法

赵云阁，    余旭洪
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：基于 Schmidt 正交化思想，研究了全直线区域上带渐近边界条件的二阶微分方程的对角化

Chebyshev 有理谱方法，构造了二阶微分方程的 Fourier 型 Sobolev 正交基函数并导出相应的全对

角离散代数方程组，在此基础上分别给出了微分方程真解和数值解的 Fourier 级数展开形式及局部

截断形式。数值结果保持了谱精度，且与以往算法相比，新算法优化了计算过程，减少了计算

量，并且简单易行。
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Diagonalized Chebyshev Rational Spectral Method on the Whole Line

ZHAO Yunge，      YU Xuhong
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: Based  on  the  idea  of  Schmidt  orthogonalization,  a  fully  diagonalized  Chebyshev  rational
spectral  method  for  solving  second  order  differential  equations  on  the  whole  line  with  asymptotic
boundary  conditions  was  proposed.  Some  Fourier-like  Sobolev  orthogonal  basis  functions  were
constructed  and  fully  diagonal  discrete  algebraic  equations  were  derived.  Accordingly,  both  the  exact
solutions  and the  approximate  solutions  were  represented  as  infinite  and truncated  Fourier  series.  The
numerical results demonstrate the spectral accuracy. Compared with the existing algorithms, the results
of numerical experiment indicate the cost of the computation with the present algorithm is less and the
algorithm is easier to be implemented.

Keywords: spectral  method; unbounded  domain; Chebyshev  rational  function; Fourier-like  basis
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科学与工程中的许多问题都被归结为无界区

域问题，例如，无界区域的流体问题、量子力学

中的非线性波动方程等。随着科技的发展，无界

区域问题越来越受到人们的重视。因此，如何高

效地求解此类问题一直是研究的热点，同时由于

定义区域的无界特性也使得此类问题成为数值分

析和实际应用的难点。在实践中人们采用的第一

类方法是人工边界方法，即将无界区域问题转化
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为有界区域问题，但该类方法往往会带来人工误

差，甚至导致数值不稳定；第二类方法是直接使

用 Hermite或 Laguerre函数逼近无界问题[1-3]，但该

类方法往往由于逼近函数的 Gauss点过于集中在原

点附近，而使得远离原点区域的逼近效果不够理

想；第三类方法是通过变量变换将无界区域问题

变换成有界区域上的奇异问题，再利用 Jacobi谱方

法等进行数值求解[4]，但该类方法所得奇异问题一

般形式过于复杂，不利于理论分析与数值计算；

第四类方法即有理谱方法[5-7]，其作为一类求解无

界区域问题的行之有效的方法已越来越被人们重视。

通常应用 Chebyshev有理谱方法求解无界区域

问题时，虽然问题离散后所得代数方程组的系数

矩阵往往是带状稀疏矩阵，但条件数却往往以基

函数个数的幂次方快速增长，从而导致病态矩阵

问题，给实际计算带来了困难。因此，人们希望

获得一类对角化的系数矩阵来解决条件数的快速

增长问题。受文献[8-10]的启发，本文将建立全直

线区域上二阶微分方程的对角化 Chebyshev有理谱

方法，并构造相应的 Fourier型基函数。特别地，

通过 Fourier型基函数，能将原问题真解展开成

Fourier级数的形式，并将数值解表示成级数的截

断形式。在数值实验中可以看出，新算法优化了

计算过程，减少了计算量，并且简单易行。

1    预备知识及引理

r Λ = (−∞,+∞)

Hr(Λ),

对任意的正整数 ，在区间 上按照

通常方式定义Sobolev空间  其內积和范数定义为

(u,v)r =

r∑
k=0

w
Λ

dku
dxk

dkv
dxk dx, ||v||r = (v,v)1/2

r , ∀u,v ∈ Hr(Λ)

r = 0 L2(Λ) = H0(Λ) (u,v) = (u,v)0

||v|| = ||v||0.
dv
dx
= v′,

d2v
dx2 = v′′

dkv
dxk = ∂k

xv

当 时 ， 记 且 和

 为了叙述方便，分别记 和

。

Tk(y) I = (−1,1)

k

记 为定义在 上由如下三递推公式

生成的 次 Chebyshev多项式：

{
Tk+1(y) = 2yTk(y)−Tk−1(y), k ⩾ 1
T0(y) = 1, T1(y) = y

（1）

Chebyshev多项式具有正交性：w 1

−1
Tk(y)Tl(y)

1√
1− y2

dy =
ckπ
2
δk,l, k, l ⩾ 0 （2）

δk,l c0 = 2 k ⩾ 1 ck =其中， 为 Kronecker 数， 且当 时，

1。此外，Chebyshev多项式还满足递推关系：

2Tk(y) =
1

k+1
T ′k+1(y)− 1

k−1
T ′k−1(y), k ⩾ 2 （3）

(1− y2)T ′k(y) =
k
2

(Tk−1(y)−Tk+1(y)), k ⩾ 2 （4）

Tk(±1) = (±1)k Tk
′(±1) = (±1)k−1k2且有 和 。

Λ k定义全直线区域 上的 次 Chebyshev有理函数

Rk(x) =
1

√
x2+1

Tk(
x

√
x2+1

), x ∈ Λ （5）

由式（5）和式（2）可知 Chebyshev有理函数具有

正交性： w
Λ

Rk(x)Rl(x)dx =
π
2

ckδk,l （6）

且有w
Λ
∂x((x2+1)

1
2 Rk(x)) ∂x((x2+1)

1
2·

Rl(x))(x2+1)dx =
π
2

k2ckδk,l, k, l ⩾ 0 （7）

由式（1）, (3）和（4）可得递推关系：

Rk+1(x) =
2x
√

x2+1
Rk(x)−Rk−1(x), k ⩾ 1 （8）

Rk(x) =
x2+1

2(k+1)
∂x((x2+1)

1
2 Rk+1(x))−

x2+1
2(k−1)

∂x((x2+1)
1
2 Rk−1(x)), k ⩾ 2 （9）

√
x2+1 ∂xRk(x) =

k
2

(Rk−1(x)−Rk+1(x))−
x

√
x2+1

Rk(x), k ⩾ 2 （10）

k < 0 Rk(x) ≡ 0

v ∈ L2(Λ)

为叙述方便，当 时令 。显然，对

任意的 ，有

v(x) =
∞∑

k=0

ṽkRk(x), ṽk =
2

ckπ

w
Λ

v(x)Rk(x)dx （11）

k ⩾ 0,引理 1　任意的  有如下等式成立：

∂2
xRk(x) =− 1

16
(k−1)(k−3)Rk−4(x)+

1
4

(k−1)2Rk−2(x)−
(

1
8

(
3k2+1

)
− 1

16
δk,2

)
Rk(x)+

1
4

(k+1)2(1+δk,0)Rk+2(x)− 1
16

(k+1)(k+3)(1+δk,0)Rk+4(x) （12）

证明　由式（8），（9）和（10）可以得到
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∂xRk(x) =
k

2
√

x2+1
(Rk−1(x)−Rk+1(x))− x

x2+1
Rk(x) =

k

2
√

x2+1
(Rk−1(x)−Rk+1(x))−

1

2
√

x2+1
(Rk+1(x)+Rk−1(x)) =

k−1
2

(x2+1)−
1
2 Rk−1(x)− k+1

2
(x2+1)−

1
2 Rk+1(x) =

k−1
4k

(x2+1)
1
2 ∂x((x2+1)

1
2 Rk(x))− k−1

4(k−2)
(x2+1)

1
2 ∂x((x2+1)

1
2 Rk−2(x))− k+1

4(k+2)
(x2+1)

1
2 ∂x((x2+1)

1
2 Rk+2(x))+

k+1
4k

(x2+1)
1
2 ∂x((x2+1)

1
2 Rk(x)) = − k+1

4(k−2)
(x2+1)

1
2 ∂x((x2+1)

1
2 Rk−2(x))+

1
2

(x2+1)
1
2 ∂x((x2+1)

1
2 Rk(x))−

k+1
4(k+2)

(x2+1)
1
2 ∂x((x2+1)

1
2 Rk+2(x)) （13）

A =
(
ak,l

)
0⩽k,l⩽N , ak,l = ( ∂xRl, ∂xRk)

A

记矩阵  其中， 。

由式（13）和式（7）可得矩阵 的非零元素为
ak,k =

π
16

(3k2+1), k ⩾ 3

ak,k+2 = ak+2,k = −
π
8

(k+1)2, k ⩾ 1

ak,k+4 = ak+4,k =
π
32

(k+1)(k+3), k ⩾ 1

（14）

且

a0,0 =
π
8
, a1,1 =

π
4
, a2,2 =

25π
32

,

a2,0 = a0,2 = −
π
4
, a4,0 = a0,4 =

3π
16

（15）

∂2
xRk(x) ∈ L2(Λ), ∂2

xRk(x)

{Rk(x)}∞k=0 ∂2
xRk(x) =

∞∑
l=0

cklRl(x),

显然，  由式（11）可知，

可由 线性表示。可设

由式（6）及分部积分法可得

ckl =
( ∂2

xRk,Rl)
(Rl,Rl)

= − ( ∂xRk, ∂xRl)
(Rl,Rl)

= − 2
clπ

( ∂xRk, ∂xRl)

结合式（14）和式（15），很容易得到结论式

（12）成立。

2    对角化 Chebyshev 有理谱方法

建立全直线区域上带渐近边界条件的二阶椭

圆型微分方程及非线性热传导方程的对角化Chebyshev
有理谱方法，并构造相应的 Fourier型 Sobolev正

交基函数，使得方程的真解和数值解能展开成

Fourier级数的形式。

2.1    二阶椭圆型边值问题的对角化有理谱方法

考虑定义在全直线区域上的二阶模型问题 −u′′(x)+λu(x) = f (x), λ ⩾ 0, x ∈ Λ,
lim

x→−∞
u(x) = lim

x→+∞
u(x) = 0 （16）

u ∈ H1(Λ)方程（16）的变分形式为：寻找 ，使得

Aλ(u,v) := (u′,v′)+λ(u,v)= ( f ,v), ∀v ∈H1(Λ) （17）

PN (Λ) = span {R0 (x) ,R1 (x) , · · · ,RN (x)} ,
uN ∈

PN (Λ)

令  那么，

式 （ 17）的 Chebyshev有理谱格式为：寻找

，使得

Aλ (uN ,ϕ) = ( f ,ϕ) , ∀ϕ ∈ PN(Λ) （18）

Aλ(·, ·) {φk}∞k=0

为了获得谱格式式（18）的对角化逼近格式，需

要构造在 Sobolev内积 下的正交基函数 。

φk ∈ Pk(Λ)引理 2　设 是满足

φk −Rk ∈ Pk−1(Λ), Aλ(φk,φl) = ηkδk,l, k, l ⩾ 0 （19）

的 Sobolev正交函数，则有

φk(x) = Rk(x)−dk,1φk−2(x)−dk,2φk−4(x), k ⩾ 0 （20）

φk(x) ≡ 0(k < 0), ηk(x) = 0(k < 0), dk,1 = 0(k < 2),

dk,2 = 0(k < 4),

其中，

 且
ηk =

1
16

πck(3k2+1)− 1
32

πδk,2+
1
2
λπck −

(
dk,1

)2ηk−2−
(
dk,2

)2ηk−4, k ⩾ 0

dk,1 =

(
−π

8
(k−1)2(1+δk,2)− π

32
(k−1)(k−3)(1+δk,4)dk−2,1

)
η−1

k−2, k ⩾ 2

dk,2 =
π
32

(k−1)(k−3)(1+δk,4)η−1
k−4, k ⩾ 4

（21）

证明　首先利用数学归纳法证明式（20）成
立。由 Schmidt正交化思想，令

φk(x)= Rk(x)−
k−1∑
l=0

Aλ(Rk,φl)
ηl

φl(x), k ⩾ 0 （22）

{Rk(x)}∞k=0由基函数系 的正交性，有

(Rk,ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ Pk−1(Λ) （23）

因此，由式（12）和式（6）可得

Aλ (R1,φ0) =
(
R′1,φ′0

)
+λ (R1,φ0) = − (

R′′1,R0
)
= 0

φ1(x) = R1(x)即得 。类似地，由

Aλ (R2,φ0) =
(
R′2,φ′0

)
+λ (R2,φ0) = − (

R′′2,R0
)
= −π

4
Aλ (R2,φ1) =

(
R′2,φ′1

)
+λ (R2,φ1) = − (

R′′2,R1
)
= 0

φ2(x) = R2(x)−d2,1φ0(x), d2,1 = −
π

4η0
得到  其中， 。用
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n = 3,4

d3,1 = −
π

2η1
, d4,1 = −

9π
8η2
− 3πd2,1

16η2
, d4,2 =

3π
16η0

同样的方法可得，当 时，式（20）仍成立，其

中， 。

0 ⩽ l ⩽ k−1 k ⩾ 5假设当 且 时结论成立，即
φl(x) = Rl(x)−dl,1φl−2(x)−dl,2φl−4(x)

k ⩾ 5现证明当 时，有
φk(x) = Rk(x)−dk,1φk−2(x)−dk,2φk−4(x)

k > l > 0 k ⩾ 5

成立。事实上，由式（17），（23），（12），（6）以及

归纳法假设，当 且 时，有

Aλ (Rk,φl) = ( ∂xRk, ∂xφl) = ( ∂xRk, ∂xRl)−
dl,1( ∂xRk, ∂xφl−2)−dl,2( ∂xRk, ∂xφl−4) =
( ∂xRk, ∂xRl)−dl,1( ∂xRk, ∂xRl−2)−
(dl,1dl−2,1−dl,2)( ∂xRk, ∂xφl−4)+
dl,1dl−2,2( ∂xRk, ∂xφl−6) =(
−π

8
(k−1)2− π

32
(k−1)(k−3)dk−2,1

)
δk,l+2+

π
32

(k−1)(k−3)δk,l+4,

k ⩾ 5从而由式（22）可得，当 时，

dk,1 =

(
−π

8
(k−1)2− π

32
(k−1)(k−3)dk−2,1

)
η−1

k−2

dk,2 =
π
32

(k−1)(k−3)η−1
k−4

ηk,k ⩾ 0接下来确定 。根据式（10）和式（12）可得

Aλ (Rk,Rk) =
(
∂xRk, ∂xRk

)
+λ (Rk,Rk) =

1
16

πck(3k2+1)− 1
32

πδk,2+
1
2
λπck

另一方面，由式（19）和式（20）可得
Aλ (Rk,Rk) = Aλ(φk +dk,1φk−2+dk,2φk−4,φk +dk,1φk−2+

dk,2φk−4) = ηk +
(
dk,1

)2ηk−2+
(
dk,2

)2ηk−4

因此，有

ηk =
1

16
πck(3k2+1)− 1

32
πδk,2+

1
2
λπck−(

dk,1
)2ηk−2−

(
dk,2

)2ηk−4

这样即得结论式（21）成立。

PN (Λ) = {φk (x) : 0 ⩽ k ⩽ N}.
{φk}∞k=0

显然，有  那么，由

式（17）和式（18）以及 的正交性可以推出定理 1。
u (x) uN (x)

u (x) uN (x)

{φk}∞k=0

定理 1　设 和 分别是方程（16）和有理

谱格式式（18）的真解和数值解，那么， 和

分别可以展开成基函数 的级数形式和级数截

断形式，即

u (x) =
∞∑

k=0

ûkφk(x), uN(x) =
N∑

k=0

ûkφk(x)

ûk =
1
ηk

Aλ (u,φk) =
1
ηk

( f ,φk), k ⩾ 0

2.2    非线性热传导方程边值问题的对角化有理谱

方法

考虑非线性热传导方程
∂tu(x, t)−∂2

xu(x, t)+µu(x, t)+u2(x, t) =
f (x, t), x ∈ Λ, t ∈ (0,T ]

lim
|x|→∞

u(x, t) = 0, t ∈ [0,T ]

u(x,0) = u0(x), x ∈ Λ

（24）

µ > 0 f (x, t)这里， 且 是已知函数。

建立方程（24）的混合差分−有理谱格式，其

中，时间方向使用中心差分格式，空间方向使用

对角化 Chebyshev有理谱格式。

τ M =
[T
τ

]
, u(k) (x) = u (x,kτ) ,

k = 0,1,2, · · · ,M.

记 为 时 间 步 长 , 

 那么，方程（24）的时间方向中心差

分格式为

u(k+1) (x)−u(k) (x)
τ

− ∂2
xu(k+1)(x)+ ∂2

xu(k)(x)
2

+µ
u(k+1)(x)+u(k)(x)

2
+(

u(k+1)(x)
)2
+
(
u(k)(x)

)2

2
=

f (k+1)(x)+ f (k)(x)
2

, x ∈ Λ, k = 0,1, · · · ,M

lim
|x|→∞

u(k)(x) = 0, k = 0,1, · · · ,M

u(0)(x) = u0(x), x ∈ Λ

（25）

u(k+1) (x) ∈
H1 (Λ)

差分格式式（25）的变分形式为寻找

，使得

Aτ,µ
(
u(k+1),v

)
:= τ

(
∂xu(k+1), ∂xv

)
+

(2+τµ)
(
u(k+1),v

)
=

(
g(k),v

)
, ∀v ∈ H1 (Λ)（26）

其中

g(k) (x) = τ f (k+1) (x)+τ f (k) (x)+τ ∂2
xu(k) (x)+

(2−τµ)u(k) (x)−τ
(
u(k+1) (x)

)2−τ
(
u(k) (x)

)2

变分形式式（26）的 Chebyshev有理谱格式为寻

u(k+1)
N ∈ PN(Λ)找 ，使得

Aτ,µ
(
u(k+1)

N ,ϕ
)
=

(
g(k)

N ,ϕ
)
, ∀ϕ ∈ PN(Λ) （27）

其中

g(k)
N (x) = τ f (k+1)(x)+τ f (k)(x)+τ ∂2

xu(k)
N (x)+

(2−τµ)u(k)
N (x)−τ

(
u(k+1)

N (x)
)2−τ

(
u(k)

N (x)
)2

Aτ,µ(·, ·)

为了获得 Chebyshev有理谱格式式（27）的对角

化逼近格式，需要构造在 Sobolev内积 下的
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{ψk}∞k=0正交基函数 。采用与引理 2同样的证明方

法，可得引理 3。
ψk ∈ Pk(Λ) ψk −Rk ∈ Pk−1(Λ)引理 3　设 是满足 和

Aτ,µ(ψk,ψl) = γkδk,l, k, l ⩾ 0

的 Sobolev正交函数，则有
ψk(x) = Rk(x)−dk,1ψk−2(x)−dk,2ψk−4(x), k ⩾ 0

ψk(x) ≡ 0(k < 0), γk = 0(k < 0), dk,1 = 0(k < 2),
dk,2 = 0(k < 4),且
其中，

γk =
1
16
τπck(3k2+1)− 1

32
τπδk,2+

1
2

(2+τµ)πck −
(
dk,1

)2γk−2−
(
dk,2

)2γk−4, k ⩾ 0

dk,1 =

(
−τπ

8
(k−1)2(1+δk,2)− τπ

32
(k−1)(k−3)(1+δk,4)dk−2,1

)
γ−1

k−2, k ⩾ 2

dk,2 =
τπ
32

(k−1)(k−3)(1+δk,4)γ−1
k−4, k ⩾ 4

u(k+1)
N (x)定理 2　设 是有理谱格式式 （27）的

解，那么，有

u(k+1)
N (x) =

N∑
l=0

û(k+1)
l ψl (x) , û(k+1)

l =
1
γl

(g(k)
N ,ψl), l ⩾ 0

有理谱格式（27）是隐式格式，在实际计算中

需要应用迭代法计算解的系数。

3    数值模拟

应用对角化 Chebyshev有理谱方法求解二阶微

分方程（16）和非线性热传导方程（24），并验证本

文所提方法的快速与高精度特性。

λ = 1首先，考察二阶方程（16）在  时，针对测

试函数具有不同衰减速度时的收敛性。

u (x) = e−x2
sin(2x) ,

L2 H1 N

针对震荡且无穷远处指数衰减的测试函数

 图 1绘制了谱格式式（18）取自然

对数后的离散 和 误差与 之间的关系。从图中

可以发现，谱格式式（18）具有几何收敛率，即保

持了谱方法的指数收敛优点。E为数值误差。
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图 1    指数衰减时谱格式（18）的误差

Fig.1    Errors  of  the  scheme  (18)  with  exponential  decay
function

 
 

u (x) = (x2+1)−2 sin(2x),

L2 H1 lg10 N

针对震荡且无穷远处代数衰减的测试函数

 图 2绘制了谱格式式（18）取
自然对数后的离散 和 误差与 之间的关

系。从图中可以发现，谱格式式（18）对衰减速度

较慢的测试函数仍然具有代数收敛率。
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图 2    代数衰减时谱格式（18）的误差

Fig.2    Errors of the scheme (18) with algebraic decay function
 
 

u(x, t) =

e−x2
sin(2x+ t) µ = 1

τ = 0.1,0.01,0.001,0.000 1

L2 N

τ
0 ⩽ t ⩽ 100 τ = 0.001

L2

其次，考察非线性热传导方程问题（24）针对

震荡且无穷远处指数衰减的测试函数

且  时的收敛性。图 3绘制了有限

差分−有理谱格式式（27）在
时的离散 误差与 之间关系。从图 3中可以发

现，谱格式式（27）保持了几何收敛率；且随着

时间步长 的减小，数值误差也越来越小。图 4绘

制了在时间 取  时的长时间计算

的 误差，可以发现，本文所建立的对角化算法

具有长时间计算稳定性。
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L2图 3    谱格式（27）的 误差

L2Fig. 3     errors of the scheme (27)

第 1 期 赵云阁，等：全直线区域上的对角化 Chebyshev有理谱方法 5



−5

−6

−7

−8

−9

−10
0 20 40 60

t

80 100

L2

H1

lg
 E

u=e−x
2 
sin (2x+t), τ=0.001

 
图 4    谱格式（27）的长时间稳定性

Fig.4    Long time stability of the scheme (27)
 
 

最后，为了体现对角化 Chebyshev有理谱方法

的最主要优点，比较新方法与经典 Chebyshev有理

谱方法以及 Hermite谱方法的刚度矩阵条件数以及

计算速度的差别。

{
φk/
√
ηk

}N

k=0

{
ψk/
√
γk

}N

k=0

{Rk}Nk=0

{
Hk(x) := (−1)ke

1
2 x2

∂k
x(e−x2

)/
√

2kk!
}N

k=0

N

O(N2) O(N)

在新的对角化谱格式式（18）和式（27）中分别

选取  和 作为基函数时，则相

应的刚度矩阵条件数恒等于 1。而经典 Chebyshev
有理谱方法 (CRSM)和 Hermite谱方法 (HSM)一般

选取 和 作

为基函数。在表 1中列出了应用两种经典方法求

解方程（16）时的刚度矩阵条件数与基函数个数 之

间的关系，可以发现，两种经典方法的条件数分

别以 和 的速度增长。

L∞

在 表 2和 表 3中 分 别 列 出 了 应 用 对 角 化

Chebyshev有理谱方法和经典 Chebyshev有理谱方

法求解方程（16）时的 误差以及 CPU耗时（单

位：s），从表中可以看出，对角化方法明显地节

约了计算时间。
 

  
表 1    经典 Chebyshev 有理谱方法 (CRSM) 和 Hermite 谱方法 (HSM) 的条件数

Tab.1    Condition numbers of the classical Chebyshev and Hermite spectral methods

项目 N=50 N=100 N=150 N=200 N=250 N=300

L∞误差 4.835 5e-05 6.226 1e-08 7.573 2e-11 1.246 9e-12 1.291 0e-14 7.430 0e-15

T/s耗时 2.998 9e-01 3.073 4e-01 3.196 3e-01 3.410 7e-01 3.940 2e-01 4.674 4e-01
 
 
 

  
表 2    方程（16）的对角化 Chebyshev 有理谱方法耗时

Tab.2    Time consumption of the diagonalized Chebyshev rational spectral method for (16)

项目 N=50 N=100 N=150 N=200 N=250 N=300

L∞误差 4.835 5e-05 6.226 1e-08 7.573 2e-11 1.246 9e-12 1.291 0e-14 7.430 0e-15

T/s耗时 2.998 9e-01 3.073 4e-01 3.196 3e-01 3.410 7e-01 3.940 2e-01 4.674 4e-01
 
 

  
表 3    方程（16）的经典 Chebyshev 有理谱方法耗时

Tab.3    Time consumption of the classical Chebyshev rational spectral method for (16)

项目 N=50 N=100 N=150 N=200 N=250 N=300

L∞误差 1.554 3e-05 1.442 1e-08 2.083 9e-11 2.219 3e-13 7.868 7e-15 7.910 3e-15

T/s耗时 1.593 4e+01 1.593 7e+01 1.594 4e+01 1.596 0e+01 1.598 7e+01 1.603 1e+01
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