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多目标 MIN-MAX 度最小树问题及其求解

魏    欣，    马    良
（上海理工大学 管理学院，上海 200093）

摘要：在多目标最小生成树问题和 MIN-MAX 度最小树问题的基础上，探讨使生成树最大顶点度

数以及总权重都尽可能小的另类多目标 MIN-MAX 度最小生成树问题。分析了这一特殊的顶点度

约束与 Hamilton 路的关联性质，在此基础上设计了先 Hamilton 路再 MIN-MAX 度最小树的独特

求解方案。根据初始条件不同，当网络图不存在 Hamilton 路时，引入改进的蚁群优化算法，将转

移概率由基本的指数形式改进为线性形式，在不影响求解质量的前提下，提高计算效率。针对以

上策略，设计了相应的求解方案，并在计算机上用 Delphi 编程实现。大量数值算例验证表明，算

法能快速有效地求解多目标情形下的 MIN-MAX 度最小生成树问题。
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Multi-criteria MIN-MAX Degree Minimum Spanning
Tree Problem and Its Solution

WEI Xin，      MA Liang
(Business School, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: Based on the multi-criteria minimum spanning tree(MST) problem and the MIN-MAX degree
minimum  spanning  tree  problem,  a  special  multi-criteria  MIN-MAX  degree  MST  problem  was
discussed,  aiming  to  minimize  both  the  maximum degree  and  the  total  weights  of  a  spanning  tree.  A
unique  solution  scheme  was  designed,  trying  to  find  the  Hamilton  path  firstly  and  seeking  the  MIN-
MAX  degree  MST  afterwards,  after  analyzing  the  correlation  between  this  particular  vertex  degree
constraint  and  the  Hamilton  path.  Depending  on  different  initial  conditions,  an  improved  ant  colony
optimization algorithm was introduced to change the transition probability from the basic exponential to
linear  form if  there  was  no  Hamilton  path  in  the  network,  so  as  to  enhance  the  computing  efficiency
without  affecting  the  solution  quality.  A  corresponding  solution  scheme  was  designed  and  coded  by
Delphi, in view of the strategies proposed above. A number of numerical examples were tested, and the
results show that the algorithm proposed is efficient and effective for multi-criteria MIN-MAX degree
minimum spanning tree problems.
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最小生成树（minimum spanning tree, MST）问题

是运筹学、网络优化中的一个基本而又经典的优

化问题[1]，早在 20世纪 50年代就已圆满解决，在

生活中有着大量的实际应用。此后，在此基础

上，又逐步延伸出一系列的扩展问题，如：度约

束最小生成树问题、多目标最小树问题、MIN-
MAX度生成树问题、MIN-MAX度最小树问题

等[2-8]。由于这些扩展问题在求解难度上与经典的

最小树问题截然不同，目前都已归入所谓的 NP难

题范畴。其中，对生成树中各节点的度数有某种

要求或限制，以及网络图本身就带有多个权重属

性的多目标问题，在现实社会经济生活中经常会

遇到，具有重要的应用价值。例如：集成电路布

线中往往对相关节点连出的线数有某种工艺限制[9-10]，

这就是典型的度约束最小树问题。再如：通信网

络实时响应时，为防止某些节点故障带来的全网

脆弱性，需使其最大顶点度数尽可能小，这就是

典型的 MIN-MAX度生成树问题。类似地，管道

排放系统或紧急疏散过程中，为防止由于某些节

点过度拥堵从而造成疏通能力下降，也需要使网

络中的最大顶点度数尽可能小。此外，在一些需

要实时、快速响应的动态网络系统中，更会涉及

到带有多目标的复合问题。

目前，国内外相关文献或仅单独研究度限制

MST问题，或只探讨多目标意义下的 MST问题，

鲜有文献涉及将两者进行综合考虑。鉴于许多应

用都可抽象归结为此类 NP难题或其混合型问题，

而目前这方面的研究又相当欠缺，因此，本文对

一般的多目标 MIN-MAX度最小树问题建立相应

的数学模型，并设计一种基于蚁群寻优思想的智

能算法。

1    数学模型

G = (V,E,W) G

V = {1,2, · · · ,n}
n E = {e1,e2, · · · ,em}

wr
i j(w

r
i j > 0, wr

ii = +∞, i, j ∈ V, r = 1,

2, · · · ,L) L

设 为赋权无向连通图（ 中无环，

也无多重边），其中， 为顶点集，

为顶点个数， 为边集，各边上权

重 属 性 值 记 为

， 为目标个数，并设：

xi j =

 1, 边(i, j)在最优树上

0, 其他

多目标 MIN-MAX度最小树问题可表示为如

下的数学规划模型：

min Z0 =max
n∑

j=1

xi j （1）

min Z1 =

n∑
i=1

n∑
j=1

w1
i jxi j

...

（2）

min ZL =

n∑
i=1

n∑
j=1

wL
i jxi j （3）

s.t.



n∑
i=1

n∑
j=1

xi j = n−1 ( 4 )∑
i∈S

∑
j∈S

xi j ⩽ |S | −1,∀S ⊂ V,S , ∅ ( 5 )

xi j ∈ {0,1} ( 6 )

L

|S | S G

式中：目标（1）的作用在于使生成树的最大顶点度

数最小；目标（2）～（3）使生成树的 个目标函数值

都尽可能小，即多目标意义下的 Pareto有效解；

约束（4）则保证了所得解的边数满足树的基本要求

和性质；约束（5）中 为集合 中所含图 的顶点个

数，保证了所得解中没有任何子回路的产生。

这里，关于多目标优化的生成树 Pareto有效

解定义如下：

T

T ′
假设一棵生成树 是一个 Pareto解，则意味着

不存在任何其他生成树 ，使得

Zr(T ′) ⩽ Zr(T ),r = 1,2, · · · ,L

Zr其中，至少有一个不等式严格成立（ 为相应生成

树的目标函数值）。

2    算法设计

由于算法中涉及度约束最小树的一个子算

法，因此，这里先引入相关概念与思想。

n G

bi(i = 1,2, · · · ,n) bi n−1

2 < bi < n−1

bi = 2

对于 个顶点的赋权无向连通图 ，假定各顶

点的度限制为 ，则当各 为 时，

问题就归结为无度约束情况下的一般最小树问

题；当 时，为度约束最小树问题；而

当各 这种特殊情形时，则问题恰好为一个蕴
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含 Hamilton圈的旅行商问题[8]。

于是，可以采用如下的想法作为整个算法的

一个子算法：若给定的网络图存在最小 Hamilton
圈，可先求出相应的最小 Hamilton路，则对应生

成树的最大顶点度恰好为 2，即转化为最大顶点度

数最小的MIN-MAX度生成树问题。

G u

v d(u)+d(v) ⩾ n−1 G

目前，一般情况下图的 Hamilton性的充要条

件尚未完全解决，理想的方法迄今仍未找到，相

关研究仍是图论中一个重要的难题[11-12]。比较经典

的判别定理是：若图 中任意两个不相邻顶点 和

都有 ，则 含有一条 Hamilton路。

由于一般情况下不能保证给定图一定存在

Hamilton路，因此，本文求解多目标 MIN-MAX
度最小树问题的算法基本思路是：先采用快速启

发式算法，寻找图中的最小 Hamilton路（即最大度

为 2的生成树）；若不存在 Hamilton路，则退而求

其次，设计一种改进的蚁群优化算法进行搜索，

由单个蚂蚁按转移概率逐个节点进行搜索，则每

个蚂蚁经过的节点度数除出发点之外都为 2，并

行 n个蚂蚁后，最终输出的结果将是使得顶点度

较小且总权值也相对较小的解。

下面，给出求解多目标 MIN-MAX度最小树

问题的算法主要步骤：

L λr(r = 1,

2, · · · ,L)
L∑

r=1

λr = 1

wi j =

L∑
i=1

λrwr
i j, (i, j = 1, · · · ,n)

Step 1　读入数据，随机产生 个权重

， ，首先考虑加权后各边权重，即

；

cycle

s nearest←s i← 1

Step 2　初始化路径数组 为 0，初始点遍

历，设置初始出发点 ， ， ；

nearest

cycle[nearest]

Step  3　找寻距离 最近的点，置于

中；

i← i+1 i < nStep 4　 ，若 ，则转 Step 3；
s < nStep 5　若 ，则转 Step 2；
cycle[nearest]

route route

Step 6　将 中最近距离点序列置

于路径 中，若 中含 0，则最小 Hamilton
路搜索失败，转 Step 8，否则，转 Step 7；

L

Step 7　输出最大度为 2的生成树，并计算相

应 个目标值，即

Zr =
∑

i, j∈ET

xi jwr
i j, r = 1,2, · · · ,L

Q α β

Step 8　设置蚁群算法预定迭代次数、轨迹强

度常数 、轨迹强度重要性 、能见度重要性 ，

count = 0并置当前迭代次数 ；

k Pk
i j(t) j

j

Step 9　将各蚂蚁初始出发点置于当前解集

中，对每个蚂蚁 ，按概率 转移到顶点 ，并

将顶点 置于当前解集，更新当前各顶点度数；

Zk(k = 1,

2, · · · ,m) Zopt

T = {(i, j) ∈ ET }

Step  10　计算各蚂蚁的目标函数值

，记录当前最小值 及相应最小生成树

；

∆τi j =

∆τi j+

m∑
k=1

∆τki j

τi j = ρτi j+∆τi j

Step 11　对各路径计算信息素轨迹增量

，并按轨迹更新方程修改信息素轨迹

强度 ；

∆τi j = 0 count = count+1 countStep 12　置 ， ，若

小于预定迭代次数且无退化行为，则转 Step 9，否

则，转 Step 13；

L

Zr =
∑

i, j∈ET

xi jwr
i j r = 1,2, · · · ,L

T = {(i, j) ∈ ET }

Step 13　计算当前生成树的 个目标函数值并

输出 ， ，及相应生成树

。

上述步骤中，Step 2～7融入了最小 Hamilton
路的求解策略，使生成树的最大顶点度最小；当

Hamilton路不存在时，则转而进行 Step 8～13蚁群

优化算法的操作。此外，Step 9中将转移概率由基

本的指数形式改进为线性形式，可大幅提高计算

效率，但同时不影响计算质量，具体形式可表示为

Pk
i j =

ατi j+βµi j∑
l

[
ατil+βµil

]
pk

i j k τi j (i, j)

µi j (i, j) α

β l

式中： 为蚂蚁 的转移概率； 为弧 的轨迹

强度； 为弧 的能见度； 为轨迹的相对重要

性； 为能见度相对重要性； 为所有尚未被访问的

顶点集。

∆τi j此外，Step 11中的信息素浓度增量 采用

Ant-Density模型：

∆τki j =

 Q, 若(i, j)在最优路径上

0, 其他

O(n2)

O(count ·n3)

由算法流程可知，若给定图存在 Hamilton
路，则算法运行至 Step 7即可结束，可省却其后

若干步寻优过程，此时时间复杂度为 ；否

则，算法的时间复杂度由蚁群算法决定，这时，

整个算法的时间复杂度为 。

因此，相较于其他启发式算法，本文算法可

根据实际图的不同特征，采取相应优化策略：当

给定图存在 Hamilton路时，可大大节省运算时

间；否则，将采用退而求其次的改进蚁群算法实
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施优化计算。

3    计算实验

上 述 算 法 用 Embarcadero  Delphi实 现 ， 在

Windows 7（64位）系统下运行通过。为方便起见，

仅对双目标问题进行了大量测试，均能在短时间

内获得理想效果。下面，给出部分实例计算结果

并予以说明。

n = 9 L = 2例 1　（源自文献[5]） ， ，权重属性

对应邻接矩阵分别为：

W1 =



∞ 10 79 41 39 54 31 46 53
10 ∞ 31 11 30 6 89 9 26
79 31 ∞ 86 5 84 84 26 75
41 11 86 ∞ 47 46 1 17 96
39 30 5 47 ∞ 28 94 71 2
54 6 84 46 28 ∞ 78 42 55
31 89 84 1 94 78 ∞ 3 41
46 9 26 17 71 42 3 ∞ 91
53 26 75 96 2 55 41 91 ∞



W2 =



∞ 62 76 95 50 62 10 13 37
62 ∞ 89 77 65 71 70 67 17
76 89 ∞ 100 95 23 10 92 79
95 77 100 ∞ 7 12 11 84 23
50 65 95 7 ∞ 89 39 39 38
62 71 23 12 89 ∞ 84 93 62
10 70 10 11 39 84 ∞ 33 88
13 67 92 84 39 93 33 ∞ 68
37 17 79 23 38 62 88 68 ∞


在无顶点度约束的情况下，文献[5]共求得该

算例的 28个 Pareto解，最大顶点度数为 3和 4，
且集中于某几个关键点。

如同时考虑生成树的最大顶点度尽可能小，

则本文算法运行 10轮后，剔除劣解，可获得的

Pareto解集如表 1所示。
 

  
表 1    例 1 计算结果

Tab.1    Calculation results of example 1

顶点最大度 di 双目标总权重 生成树各边

2 （98，463） 1-7，2-1，3-5，4-8，5-9，6-2，7-4，8-3

2 （99，414） 1-2，3-8，4-6，5-3，6-2，7-4，8-7，9-5

2 （135，290） 1-8，2-9，4-6，5-3，6-2，7-4，8-7，9-5

2 （139，281） 1-8，2-1，4-6，5-9，5-3，7-4，8-7，9-2

2 （166，263） 1-8，2-9，4-7，5-3，6-4，7-1，8-2，9-5

2 （243，190） 1-7，2-6，4-5，5-9，6-3，7-4，8-1，9-2

2 （366，130） 1-8，2-9，3-7，4-6，5-4，6-3，7-1，9-5
 

n = 7 L = 2例 2　（源自文献[13]） ， ，图及其权

重值如图 1所示。
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(5, 14)
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(34, 83)

(14, 30)

(64, 34) (62, 37)

(31, 9) 
图 1    实例 2 网络图

Fig.1    Network graph of example 2
 
 

在无顶点度约束情况下，文献[13]中共求得该

算例的 21个 Pareto解（原文列出了 22个，但其中

有一个是劣解，应舍去），其最大顶点度数分别

为：3，4，5，6。生成树最大顶点度数越高，稳

定性越差。

因此，为使生成树的最大顶点度数尽可能小，

运行本文算法 10轮后，剔除劣解，可得最大顶点

度仅为 2的 Pareto解如表 2所示。
 

  
表 2    例 2 计算结果

Tab.2    Calculation results of example 2

顶点最大度 di 双目标总权重 生成树各边

2 （98，117） 1-3，1-4，2-3，2-6，4-5，5-7

2 （119，93） 1-3，1-5，2-3，2-6，4-5，4-7
 
 

n = 8

L = 2

例 3　考虑 Hamilton路不存在的情况， ，

，相关权重值为[1, 50]之间的伪随机数，不存

在的边权重值定义为 0，邻接矩阵如下：

W1 =



∞ 41 24 19 28 9 28 0
41 ∞ 27 31 31 0 0 17
24 27 ∞ 23 13 0 0 22
19 31 23 ∞ 35 0 0 47
28 31 13 35 ∞ 0 0 21
9 0 0 0 0 ∞ 0 0

28 0 0 0 0 0 ∞ 0
0 17 22 47 21 0 0 ∞



W2 =



∞ 21 10 1 48 25 25 0
21 ∞ 49 21 6 0 0 8
10 49 ∞ 28 3 0 0 42
1 21 28 ∞ 40 0 0 15

48 6 3 40 ∞ 0 0 26
25 0 0 0 0 ∞ 0 0
25 0 0 0 0 0 ∞ 0
0 8 42 15 26 0 0 ∞


由于给定图的 Hamilton路不存在，算法跳过

了第一个子算法，直接进入改进的蚁群算法进行
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α, β = 1, 2, 3

ρ = 0.7

求解，相关参数按文献[8]的方式设定： ，

，运行 10轮后，剔除劣解，获得 Pareto解

如表 3所示。
 

  
表 3    例 3 计算结果

Tab.3    Calculation results of example 3

顶点最大度 di 双目标总权重 生成树各边

3 （98，463） 1-7，2-1，3-5，4-8，5-9，6-2，7-4，8-3

3 （99，414） 1-2，3-8，4-6，5-3，6-2，7-4，8-7，9-5

3 （135，290） 1-8，2-9，4-6，5-3，6-2，7-4，8-7，9-5

3 （139，281） 1-8，2-1，4-6，5-9，5-3，7-4，8-7，9-2

3 （366，130） 1-8，2-9，3-7，4-6，5-4，6-3，7-1，9-5
 
 

目前，此类使最大顶点度数最小的多目标

MIN-MAX度最小树问题的优化研究较少，相应的

求解算法也较为鲜见。本文针对这一问题设计了

求解方法，采用大量数值算例反复求解，并分别

与度约束最小树和多目标最小树等相关问题计算

结果进行比较，有效避免了生成树某些顶点度数

过大、过于集中而造成的不稳定问题，并能得到

多个 Pareto有效解，效果令人满意。尤其是当问

题规模较大时，本文算法仍能在短时间内给出理

想的结果，这在一些需要快速、实时响应的大型

系统中具有明显优势。

4    结束语

多目标 MIN-MAX度最小树问题由多目标最

小树问题和 MIN-MAX度生成树问题以及度约束

最小树等问题延伸扩展而来，在现实生活中有着

一系列的应用。本文设计了相应的快速优化算法

进行求解，取得了满意的效果。特别是本文算法

思想还可面向一些对最大顶点度极度敏感的问

题，或动态变化环境下需快速响应的实时动态网

络规划问题等，后续将研究更完善的求解方案和

技术，探索对特定实际网络图的解决方案。
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