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图的 Seidel Laplacian-Estrada 指标

孔祥瑀，    吴宝丰
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：设 G 为简单图，di 表示顶点 vi 的度，G 的 Seidel Laplacian 矩阵 SL（G）是一个对角元为
n−1−2di，非对角元为 ±1 的实对称矩阵，当顶点 vi 和 vj 相邻时，（SL（G） ）ij=1，否则，（SL（G） ）ij=
−1。引入并研究了 Seidel Laplacian 矩阵的 Estrada 指标，给出了该指标的上、下界，以及它与
Seidel Laplacian 能量之间的关系。
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Seidel Laplacian-Estrada Index of Graphs

KONG Xiangyu，      WU Baofeng
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: Let G be a simple graph and di be the degree of the vertex vi . The Seidel Laplacian matrix of a
graph G is a real symmetric matrix with diagonal elements of n−1−2di and off-diagonal elements of ±1.
If  the  vertices  vi  and  vj  are  adjacent,  (SL(G))ij=1,  and  otherwise,  (SL(G))ij=−1.  The  Seidel  Laplacian-
Estrada index was introduced and investigated.  The upper and lower bounds for the Seidel  Laplacian-
Estrada index, and the relationship between the Seidel Laplacian-Estrada index and the Seidel Laplacian
energy are provided.
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1    基本概念

m

n G Ḡ

S (G) J − I−2A(G)

J I A(G) G

S(G) = A(Ḡ)− A(G) λ1,λ2, · · · ,λn

G

本文研究的图均为简单无向图，有 条边、

个顶点，记为 ，它的补图用 表示。图的 Seidel

矩阵 定义为 （见文献[1]），其中，

为全 1矩阵， 为单位矩阵， 为图 的邻接

矩阵，易知 。设 表示

Seidel矩阵的特征值，则图 的 Seidel能量定义为

ES (G) =
n∑

i=1

|λi| S EE (G) =
n∑

i=1

eλi

，Seidel-Estrada指标定义为

（见文献[2]）。

di vi G

SL (G) = DS (G)−
S (G) DS (G) = diag(n−1−2d1,n−1−2d2, · · · ,
n−1−2d)n

n−1−2di

设 表示顶点 的度，文献 [3]给出了图 的

Seidel  Laplacian矩阵的定义，即

，其中，

。Seidel Laplacian矩阵是一个对角元为

，非对角元为±1的实对称矩阵，当顶点
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vi v j (SL(G))i j = 1 (SL(G))i j = −1

SL(G)

SL(G)

G

{0, (−n)(n−1)} Kp,q

{(p−q)(p−1), (q− p)(q−1),0,−(p+q)}
SL(Ḡ) = −SL(G)

D(G) =diag(d1,d2, · · · ,dn)

DS (G) =D
(
Ḡ
)
− D (G)

SL (G) = L
(
Ḡ
)
− L (G) L(G) = D(G)− A(G)

G

和 相邻时， ，否则， 。

由于 的行和均为 0，所以，它必有特征值 0。
  的谱，即它的所有特征值构成的多重集合，

称为图 的 Seidel Laplacian谱，如完全图 Kn 的 Seidel
Laplacian谱为 ，完全二部图 的 Seidel
Laplacian谱为 。易

知 ，所以，补图的 Seidel  Laplacian
谱完全由原图的谱确定。设

为度对角矩阵，注意到 ，于

是， ，其中，

表示图 的 Laplacian矩阵。

G EL (G) =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣µi−
2m
n

∣∣∣∣∣
µi L(G) G

图 的Laplacian能量定义为 ，

其中， 为 的特征值。类似地，图 的  Seidel
Laplacian 能量定义为[3]

ES L (G) =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣σi−
n (n−1)−4m

n

∣∣∣∣∣
σ1,σ2, · · · ,σn SL (G) ξi = σi−

n (n−1)−4m
n

i = 1,2, · · · ,n
n∑

i=1

ξi = 0 G

其中， 为 的特征值。令

( )，则 ，于是，图

的 Seidel Laplacian能量可以表示为

ES L = ES L (G) =
n∑

i=1

|ξi|

图的 Estrada指标有若干种，见文献[4-7]以及

它们的参考文献。类似 Seidel-Estrada指标，本文

引入图的 Seidel Laplacian-Estrada指标，定义为

S LEE = S LEE (G) =
n∑

i=1

eξi

现研究图的 Seidel Laplacian-Estrada指标，给

出该指标的上、下界以及它与 Seidel  Laplacian
能量之间的关系。

2    Seidel  Laplacian-Estrada 指标的
上下界

ξ1 ⩾ ξ2 ⩾ · · · ⩾ ξn S k (G) =
n∑

i=1

ξki S k (G) =
n∑

i=1

|ξi|k S 0(G) = S 0(G) = n

S 1(G) = 0 S 1(G) = ES L(G) Z1 (G) =
n∑

i=1

d2
i

G

为方便起见，设 ，令

， ，其中， ，

， 。令 ，称为

图 的第一 Zagreb指标，它的数学性质在文献[8-9]
中有研究。

G m n S 2 (G) =引 理 1[3]　 设 为 边 的 阶 图 ， 则

S 2 (G) =
n∑

i=1

ξ2i = M M = n (n−1)+4Z1 (G)−
16 m2

n

， 其 中 ，

。

p,q > 1
1
p
+

1
q
=

1 X= (x1, x2, · · · , xn)T Y= (y1,y2, · · · ,yn)T ∈
Rn

引理 2 （Hölder 不等式 [10]）　设 , 

, 则对于任意 ，

，有 ∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

xkyk

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
 n∑

k=1

|xk |p


1
p
 n∑

k=1

|yk |q


1
q

k > 2 S k (G) =
n∑

i=1

|ξi|k ⩾ M
k
2 n1− k

2定理 1　设 ，则 。

X =
(
ξ21 , ξ

2
2 , · · · , ξ2n

)T
Y = (1,1, · · · ,1)T∣∣∣XTY

∣∣∣ ⩽ ∥X∥p∥Y∥q p,q > 1

1
p
+

1
q
= 1

n∑
i=1

ξ2i ⩽

 n∑
i=1

∣∣∣ξ2i ∣∣∣p


1
p
 n∑

i=1

1q


1
q

n∑
i=1

ξ2i = M

 n∑
i=1

|ξi|2p


1
p

⩾
M

n1− 1
p

n∑
i=1

|ξi|2p ⩾

Mpn1−p 2p = k p > 1 S k (G) =
n∑

i=1

|ξi|k ⩾ M
k
2 n1− k

2

证明　令 ， ，

由 Hölder不等式 （其中， ,

），可得 。因为，

，所以， ，

。令 ，此时满足 ，从而有

。

引理 3　设 G 为 m 边的 n 阶图，则

S LEE (G) =
∞∑

k=0

S k (G)
k!

a.  。

S LEE (G) = n+
∞∑

k=2

 1
k!

n∑
i=1

ξki

b.  。

S LEE (G) =
n∑

i=1

eξi =
n∑

i=1

∞∑
k=0

ξki
k!
=

∞∑
k=0

 1
k!

n∑
i=1

ξki

 = ∞∑
k=0

S k (G)
k!

证 明 　 a. 

。

S LEE (G) =
∞∑

k=0

S k (G)
k!

= S 0 (G) + S 1 (G) +

∞∑
k=2

S k (G)
k!

= n+
∞∑

k=2

 1
k!

n∑
i=1

ξki

。
b. 

 

引理 4  设 G 为 m 边的 n 阶图，n≥2，则

ξ1 = ξ2 = · · · = ξna. 不可能有 。

ξ1, ξ2, · · · , ξnb.  中不可能同时有整数和非整有

理数。

ξ1 = ξ2 = · · · = ξn
n∑

i=1

ξi = 0

ξi = 0 i = 1,2, · · · ,n σi =
n (n−1)−4m

n
σ SL (G)

P P−1SL (G) P = diag(σ1,σ2, · · · ,σn) = σI

SL (G) = P (σI) P−1 = σI SL (G)

SL (G)

证明　a. 假设 ，根据 ，

可得 ( )，从而有 ，

记为 。由于 是实对称矩阵，故存在可逆矩

阵 ， 使 得 。

于是， ，从而有 的非

对角元全为 0，与 的定义矛盾。

SL(G)b. 由于 的特征多项式是首系数为 1的整
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σ1,σ2, · · · ,σn

ξi = σi−
n (n−1)−4 m

n
i = 1,

2, · · · ,n 4 m
n

ξ1, ξ2, · · · , ξn
4 m
n

ξ1, ξ2, · · · , ξn
ξ1, ξ2, · · · , ξn

系数多项式，故其特征值 均为代数整

数（即整数或无理数）。又 (

)，于是，当 为整数时， 为整

数或无理数；当 为非整有理数时，

则为无理数或非整有理数。因此， 中不

可能同时有整数和非整有理数。

G m n n ⩾ 2

ξ1 > 0 ξn < 0

引理 5　设 为 边的 阶图， ，则有：

a.  ；b.  。

ξ1 ⩾ ξ2 ⩾ · · · ⩾ ξn
n∑

i=1

ξi = 0

ξ1 ⩾ 0, ξn ⩽ 0 ξ1 = 0 ξ1 = ξ2 = · · · = ξn = 0

ξ1 > 0

ξn < 0

证明　根据 和 ，可知

。 假 设 ， 则 ，

与 引 理 4的 a矛 盾 ， 所 以 ， 。 类 似 地 ，

。

S LEE(G)⩾n
n√

eξ1+ξ2+···+ξn =

n n ⩾ 2

S LEE > n

现考虑 Seidel Laplacian-Estrada指标的界，根据

算术−几何平均值不等式，

，当 时，由引理 4的 a可知等号不成立，所

以， 。下面的定理 2改进了该下界，其

证明思想来源于文献[2]。
定理 2　设 G 为 m 边的 n 阶图，n≥2，则

S LEE (G) >
√

n2+2M

n = 2,3 G √
n2+2 m

n = 2,3

证明　当 时，图 只有 6种情形，它们

的 Seidel  Laplacian-Estrada指标和 可以直

接计算并作比较，如表 1所示，显然，当 时

结论成立。
 

  
表 1    图的 Seidel Laplacian-Estrada 指标和下界

Tab.1    Seidel  Laplacian-Estrada  index  and  lower  bound  of  a
graph

指标和下界 2K1 K2 3K1 K1∪K2 P3 K3

S LEE(G) 3.086 2 3.086 2 5.571 9 11.014 6   7.339 2 8.124 8
√

n2+2M 2.828 4 2.828 4 4.582 6 5.131 6 5.131 6 4.582 6
 
 

n ⩾ 4考虑 情形。由于

S LEE2 (G) =

 n∑
i=1

eξi
2

=

n∑
i=1

e2ξi +2
∑
i< j

eξieξ j （1）

根据算术−几何平均值不等式，有

2
∑
i< j

eξieξ j ⩾ n (n−1)

∏
i< j

eξieξ j


2

n(n−1)

=

n (n−1)


 n∏

i=1

eξi
n−1

2
n(n−1)

=

n (n−1)
(
eS 1(G)

) 2
n = n (n−1) （2）

另外，
n∑

i=1

e2ξi =

n∑
i=1

∞∑
k=0

(2ξi)k

k!
=

n∑
i=1

(2ξi)0

0!
+

n∑
i=1

(2ξi)1

1!
+

n∑
i=1

(2ξi)2

2!
+

n∑
i=1

∑
k⩾3

(2ξi)k

k!
=

n+2S 1+2S 2+

n∑
i=1

∑
k⩾3

(2ξi)k

k!
=

n+2M+
n∑

i=1

∑
k⩾3

(2ξi)k

k!

∑
k⩾3

(2ξi)k

k!
⩾ 8

∑
k⩾3

ξki
k!

γ ∈ [0,8]由于 ，则取 时，有

n∑
i=1

e2ξi ⩾ n+2M+γ
n∑

i=1

∑
k⩾3

ξki
k!
=

n+2M−γn− 1
2
γM+γ

n∑
i=1

∞∑
k=0

ξki
k!
=

n+2M−γn− 1
2
γM+γS LEE (G) （3）

将式（2）和式（3）代入式（1），可得

S LEE (G) ⩾
1
2

(
γ+

√
(2n−γ)2+2M (4−γ)

)
（4）

f (x) = x+
√

(2n− x)2+2M (4− x)

f ′(x) = 1− M+2n− x√
(2n− x)2+2M(4− x)

n ⩾ 4, 0 ⩽ x ⩽ 8

f ′(x) ⩽ 0 M(M+4n−8) ⩾ 0

f (x)

γ S LEE (G) ⩾
√

n2+2M

eξi+ξ j = eξk+ξl , i, j,k, l ∈{1,2, · · · , n}
ξ1 = ξ2 = · · · = ξn

考虑函数 ，有

。 当

时， 等价于 ，而后者恒成

立，故 单调递减。所以，可以在式（4）中取

=0，可得 。若上式等号成立，

则由式（2）可知， ，

从而有 ，与引理 4的 a矛盾，所以，

等号不成立。

S LEE (G) < n−1−
√

M+ e
√

M

定理 3　设 G 为 m 边的 n 阶图， n≥2，则

。

证明　根据引理 3的 b，有

S LEE (G) = n+
∞∑

k=2

 1
k!

n∑
i=1

ξki

 ⩽
n+

∞∑
k=2

 1
k!

n∑
i=1

|ξi|k
 = n+

∞∑
k=2

 1
k!

n∑
i=1

(
ξ2i

) k
2

 ⩽
n+

∞∑
k=2

1
k!

 n∑
i=1

ξ2i


k
2

= n−1−
√

M+ e
√

M
（5）

ξn = |ξn| ⩾ 0若式（5）等号成立，则 ，与引理 5的

b矛盾，所以，等号不成立。
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3    Seidel  Laplacian-Estrada 指标与
Seidel Laplacian 能量之间的关系

n+ ξi(i = 1,2, · · · ,n)

n ⩾ 2 n+ ⩾ 1
n∑

i=1

ξi = 0

设 表示 中正数的个数，当

时，由引理 5的 a可知， 。因为 ，

所以

ES L = ES L (G) = 2
n+∑
i=1

ξi = −2
n∑

i=n++1

ξi

⩾定理 4　设 G 为 m 边的 n 阶图，n 2，则
e
2

ES L (G)+ (n−n+)e−
ES L(G)
2(n−n+) ⩽ S LEE (G) <

n−1−ES L (G)+ eES L(G) （6）

ξ1 = · · · = ξn+ = 1
ξn++1 = · · · = ξn G � Kn/2,n/2 n
式 （6）左边等号成立当且仅当 且

。特别地，当  （ 为偶数）
时，式（6）左边等号成立。

证明　a. 先证下界。
ex ⩾ ex x = 1因为， 当且仅当  时等号成立，所以∑
ξi>0

eξi =
n+∑
i=1

eξi ⩾
n+∑
i=1

eξi =
e
2

ES L

又因为∑
ξi⩽0

eξi =
n∑

i=n++1

eξi ⩾ (n−n+)

 n∏
i=n++1

eξi


1
n−n+

=

(n−n+)

e
n∑

i=n++1
ξi


1

n−n+

= (n−n+)e−
ES L

2(n−n+)

所以

S LEE (G) =
∑
ξi>0

eξi +
∑
ξi⩽0

eξi ⩾

e
2

ES L + (n−n+)e−
ES L

2(n−n+) （7）

ξ1 = · · · =
ξn+ = 1 ξn++1 = · · · = ξn G � Kn/2,n/2

n SL(Kn/2,n/2)

{0(n−1),−n} n (n−1)−4m
n

=−1 ξ1 = · · · =ξn−1=1

ξn = 1−n

显 然 ， 式 （ 7）等 号 成 立 当 且 仅 当
且 。 特 别 地 ， 当

时 ， 此 时 必 为 偶 数 ， 易 得 的 谱 为

。又  ，故    ，

，式（7）等号成立。
b. 再证上界。

S LEE (G) = n+
∞∑

k=2

 1
k!

n∑
i=1

ξki

 ⩽ n+
∞∑

k=2

 1
k!

n∑
i=1

|ξi|k
 ⩽

n+
∞∑

k=2

1
k!

 n∑
i=1

|ξi|
k

=n−1−ES L+

∞∑
k=0

Ek
S L

k!
=

n−1−ES L + eES L （8）

ξn = |ξn| ⩾ 0若式（8）等号成立，则 ，与引理 5的
b矛盾，所以，式（8）等号不成立。证毕。

n+
n−n+

4 m
n

ξn++1 = · · · =
ξn = −

n+
n−n+

n+
n−n+

若定理 4中的式（6）左边不等式等号成立，则

有：a.  为整数；b.  为整数；c. SL(G)不同特

征值只有 2个：0和某非零整数。易知

。根据引理 4的 b可知， 必须为

整数。此时，图 G 的 Seidel Laplacian谱为
(
n− 4 m

n

)(n+)

,

(
n−1− 4 m

n
− n

n−n+

)(n−n+)


SL(G)
4 m
n

SL(G) SL(G)

考虑到 的特征值为代数整数，所以 为

整数。又因为 必有特征值 0，所以 的不

同特征值只有 2个：0和某非零整数。

G n = 1 S LEE(G) = 1当 为平凡图时， ， ，易验证，

定理 2～4中的所有上、下界都能取到等号.
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