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一类具有非线性传染率的 SIS 传染病
接种模型的研究
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摘要：研究了一类具有非线性传染率的 SIS 传染病接种模型的全局稳定的动力学行为，找到了疾

病存在与否的阈值——基本再生数 R0。当 R0≤1 时，疾病消逝；当 R0>1 时，疾病流行。同时，利

用 Lyapunov-LaSalle 不变集原理，证明了无病平衡点和地方病平衡点的全局渐近稳定性。
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SIS Epidemic Model with Vaccination and
Nonlinear Incidence Rate

ZHOU Yanli1，      PU Guiping2

(1. College of Arts and Science, Shanghai University of Medicine and Health Sciences, Shanghai 201318, China; 2. Faculty of
Information Technology and Mangement, Shanghai University of Medicine and Health Sciences, Shanghai 201318, China)

Abstract: The global  stability  of  a  SIS  epidemic  model  with  vaccination  and  nonlinear  incidence  rate
was  investigated.  The  threshold  of  epidemic  equilibriums-basic  reproduction,  the  number  R0 was
provided,  which determines the extinction or prevalence of the disease.  If R0≤1,  the disease gradually
disappears.  If R0>1,  the  infection pesists  in  its  existence  and the  disease  becomes a  local  disease.  The
global asymptotical stabilities of the disease-free equilibrium point and endemic equilibrium point were
proved by using the Lyapunov-LaSalle invariant set theory.
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1    问题的提出

在以往经典的传染病模型研究中，常用的传

染率多为双线型传染率和标准型传染率。然而，

在现实世界中，由于传染病传播方式和传播途径

的复杂性，很难准确地表述发生率、接触率以及

疾病潜伏期的人数等因素之间的因果关系。非线

性传染率能更精确地揭示传染病的传播机理。另

外，时滞在传染病的传播过程中也是不可忽视

的，它可用来描述患者对疾病的感染期、恢复者
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对疾病的免疫期、疾病的潜伏期等。为了控制疾

病传播，接种疫苗已经成为消除传染病的一个重

要策略，因此，研究具有接种的传染病模型已成

为传染病学中重要的研究内容。接种疫苗可以使

接种者获得永久的免疫力或暂时性的免疫力。暂

时性免疫期的长度可以影响疾病发生发展的状

况，许多学者研究了具有疫苗接种的传染病模

型[1-4]。因此，传染病模型利用非线性时滞方程来

描述更符合实际，能更精准地为预防和控制疾病

传播提供有效的防御策略。有关具有非线性传染

率和时滞的模型的研究已经取得了很多成果[5-9]。

为了更好地解释传染病传播机理，本文将在

文献[10]的基础上，将文献[10]中的双线型传染率

改为一般性的非线性传染率。模型为

dS
dt
= A(1−q)−β f (I)S − (µ+ p)S +γI+

[qA+ pS (t−τ)]e−µτ

dI
dt
= β f (I)S − (µ+γ)I

dV
dt
= (qA+ pS )− [qA+ pS (t−τ)]e−µτ−µV

（1）

S (t)+ I(t)+V(t) = N(t)

N(t) t S = S (t) t

I = I(t)

t V = V(t) t
dN(t)

dt
= A−µN(t) N(t)→

A
µ

(t→∞)

A > 0 0 ⩽ q ⩽ 1

p ⩾ 0 µ

µ > 0 γ γ > 0 β

β > 0 τ

τ ⩾ 0

式中： 表示   时刻的总人口； 表示   时
刻没有被疾病感染但有可能被感染的人数；

表示   时刻已被疾病感染的人数； 表示  时

刻已被接种的人数；且 ，则

；假设没接种者都是易感者，A表示人口

常数输入率， ；q表示接种者的比例， ；

p表示易感者被接种率， ； 表示自然死亡

率， ； 表示疾病恢复率， ； 表示易感

者和感染者之间的传染率， ； 表示接种免疫

期， 。

f (I) ∈C2式（1）中的函数 ，满足性质[9]：

f (I) [0, +∞)
f (I)
I

[0, +∞)

f (0) = 0, f ′(0) > 0

(H)　 在 上连续可导， 在

上单调递减，且 。

f (I) [0, +∞)

I > 0 0 < f (I) ⩽ f ′(0)I

显然， 在 上是 Lipschitz连续且对所

有的 ，有 成立。

2    模型研究

考虑到模型（1）的实际情况，假设模型（1）的
初始条件为

(S (ω), I(ω),V(ω)) =
(φ1(ω), φ2(ω),φ3(ω)) ∈C([−τ,0],R3

+),

φ1(0) ⩾ 0, φ2(0) ⩾ 0, φ3(0) ⩾ 0 （2）

φ = (φ1, φ2, φ3)T C =

C([−τ,0],R3
+)

初 始 函 数 是 巴 拿 赫 空 间

上的连续函数。由文献[11]可知，模型

（1）存在唯一满足初始条件的解。

定义模型（1）的可行域为

D =
{

(S , I,V) ∈ R3 : S ⩾ 0, I ⩾ 0,V ⩾ 0,S + I+V ⩽
A
µ

}
D关于可行域 的不变性有引理 1。

(S (ω), I(ω), V(ω)) ∈ D(ω ∈ [−τ,0]),

(S (t), I(t), V(t))(t ⩾ 0) D

D

引理 1　若  则
模型（1）的解 位于 内，即可行

域 是模型（1）的正不变集.

S (0) = S 0 > 0, I(0) = I0 > 0, V(0) = V0 > 0

t > 0 S (t), I(t), V(t)

由于模型所描述的对象为人口模型，所以，

证明所有的变量均为正是非常重要的。即对于任

意初值 ，当

时，模型（1）的所有解 均为正。利

用 Li和 Kuang在文献[12]中的方法得到证明。

S (0) = S 0 > 0,

I(0) = I0 > 0, V(0) = V0 > 0 S (θ) = S 0(θ) ⩾ 0,

θ ∈ [−τ,0] t > 0 (S (t), I(t),

V(t))

定理 1　设模型 （ 1）的初值为

，并且满足

，则对所有的  ，模型（1）的解

均为正解。

t1 S (t1)I(t1) =

0 I(t1) = 0 t ∈ [0, t1] S (t) ⩾ 0

f (I)

证明　反证法。假设存在时间  ，使得

。令 ，则当 时，有 。由

的性质定义：

m = min
0⩽t⩽t1

{
β

f (I)S
I
− (µ+γ)

}
结合模型（1）的第 2个方程，可得

dI
dt
⩾ mI, t ∈ [0, t1]

I(t1) ⩾ I(0)emt1 > 0, I(t1) = 0

t > 0 I(t) > 0

故 这与 矛盾。因此，对所

有的 ，有 。

S (t) > 0 (t > 0)

t1 S (t1)I(t1) = 0 S (t1) = 0

t ∈ [0, t1] I(t) ⩾ 0

利用同样的方法可证 。若不真，

则同样存在时间 ，使得 。若 ，

则所有 ，有  。进一步，由模型（1）
的第 1个方程可得

dS
dt

∣∣∣∣∣
t=t1
= A(1−q)−β f (I)S (t1)− (µ+ p)S (t1)+

γI+ [qA+ pS (t−τ)]e−µτ > 0

S (0) = S 0 > 0 S (t1) = 0
dS
dt

∣∣∣∣∣
t=t1
⩽ 0

S (t) > 0(t > 0)

若 且 ， 则 一 定 有 ，

这与上式矛盾，故 。

V(t) > 0现证明 ，由模型（1）可得
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V(t) = qA
w t

t−τ
e−µsds+ p

w t

t−τ
e−µ(t−s)S (s)ds

t > 0 V(t) > 0显然，当 时， 。

在性质（H）成立的条件下，定义模型（1）的基

本再生数

R0 =
β f ′(0)[A(1−q)+qAe−µτ]

(µ+γ)[µ+ p(1− e−µτ)]

定理 2　假设性质（H）成立。对于模型（1），
可得：

R0 ⩽ 1 E0 = (S 0,

I0, V0)

a. 若 ，则有唯一的无病平衡点

，且全局渐近稳定，
E0 = (S 0, I0, V0) =(

A(1−q)+qAe−µτ

µ+ p(1− e−µτ)
, 0,

(qA+ pS 0)(1− e−µτ)
µ

)
R0 > 1

E∗τ = (S ∗τ, I∗τ , V∗τ )

S ∗τ, I∗τ , V∗τ

b. 若 ，则存在唯一的正平衡点（地方病

平衡点） ，且全局渐近稳定，其

中， 由下面的式子决定：
S ∗τ=

(µ+γ)I∗τ
β f (I∗τ)

(qA+ pS ∗τ)(1− e−µτ) = µ V∗τ
A(1−q)−β f (I∗τ)S

∗
τ − (µ+ p)S ∗τ +γI

∗
τ+

(qA+ pS ∗τ)e
−µτ = 0

（3）

证明　a. 显然，模型（1）有唯一的无病平衡点
E0 = (S 0, I0, V0) =(

A(1−q)+qAe−µτ

µ+ p(1− e−µτ)
, 0,

(qA+ pS 0)(1− e−µτ)
µ

)
W(t) =

1
2

I2(t) R0 ⩽ 1构造 Lyapunov函数   ，由  和

性质（H）可得

dW(t)
dt
⩽ (µ+γ)I2(t)

(
β f ′(0)

(
A(1−q)+qAe−µτ

)
(µ+γ) (µ+ p(1− e−µτ))

−1
)
=

(µ+γ)I2(t)(R0−1) ⩽ 0

R0 ⩽ 1 S ⩾ 0, I ⩾ 0,V ⩾ 0
dW(t)

dt
⩽ 0

dW(t)
dt
= 0 S = S 0

E0 E0{
(S , I,V) ∈ R3 | dW(t)

d t
= 0

}

τ ⩾ 0 E0

因此，当 时，对于 ，都有

成立；且  时，必有 成立。

显然，此时模型（1）只有 这一个不动点，即

是 中的最大不变集。由

Lyapunov-LaSalle不变集原理 [9]可知，对任意的

，模型（1）的无病平衡点 是全局渐近稳定

的。证毕。

R0 > 1 E0显然，当  时，无病平衡点 是不稳定的。

β f (I)S−

(µ+γ)I= 0 S=
(µ+γ)I
β f (I)

b. 先证明正平衡点的存在唯一性。由

，可得 ，

A(1−q)−β f (I)S − (µ+ p)S +γI+ (qA+ pS )e−µτ = 0

进一步化简可得

A(1−q)−µI− (µ+ p)(µ+γ)I
β f (I)

+

(
qA+ p

(µ+γ)I
β f (I)

)
e−µτ = 0

令

H(I) = A(1−q)−µI− (µ+ p)(µ+γ)I
β f (I)

+(
qA+ p

(µ+γ)I
β f (I)

)
e−µτ

则

H′(I) = −µ− [µ+ p(1− e−µτ)]
(µ+γ)
β

f (I)− I f ′(I)
f 2(I)

H′(I) < 0则 。又

lim
I→∞

H(I) = lim
I→∞

(
A(1−q)−µI−

(µ+γ)
β

(µ+ p(1− e−µτ))
I

f (I)
+qAe−µτ

)
< 0

由

f (I) = f (0)+ f ′(0)I+
f ′′(0)

2!
I2+ · · · ≈ f ′(0)I

则

H(I) = A(1−q)−µI−
(µ+γ)(µ+ p(1− e−µτ))

β

1
f ′(0)

+qAe−µτ

故可得

H(0) = A(1−q)− (µ+γ)(µ+ p(1− e−µτ))
β f ′(0)

+qAe−µτ =

(A(1−q)+qAe−µτ)
(
1− (µ+γ)(µ+ p(1− e−µτ))
β f ′(0)(A(1−q)+qAe−µτ)

)
=

(A(1−q)+qAe−µτ)
(
1− 1

R0

)
R0 > 1 H(0) > 0

H(I)

R0 > 1

E∗τ = (S ∗τ, I∗τ , V∗τ ) S ∗τ, I∗τ , V∗τ

显然，当  时， 。因此，由根的

存在性以及函数单调性可知， 存在唯一的正

解，即说明模型（1）当   时存在唯一的正平衡

点（地方病平衡点） ，其中，

满足式（3）。

E∗τ = (S ∗τ, I∗τ ,V
∗
τ )再证明正平衡点 具有局部渐近

稳定性。

R0 > 1对于模型（1），当  ，并满足条件：

d+γ+α>β f ′(I∗τ)S
∗
τ, d+γ+p>β f ′(I∗τ)S

∗
τ （4）

E∗τ = (S ∗τ, I∗τ , V∗τ )则正平衡点 局部渐近稳定。

由于模型（1）的前 2个方程不含有变量 V，不

失一般性，这里考虑模型（1）的前 2个方程在正平

衡点处所对应的线性化系统的特征方程：
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λ2+ [2µ+ p+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ +β f (I∗τ)]λ+

[µ+ p+β f (I∗τ)][µ+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ]+

β f (I∗τ)[β f ′(I∗τ)S
∗
τ −γ]− [pe−dτλ+

pe−dτ(µ+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ)]e

−λτ = 0

为方便起见，将上式记为

λ2+p1λ+ p0+ [q1λ+q0]e−λτ = 0 （5）

其中

p1=2µ+ p+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ +β f (I∗τ)

p0 = (µ+ p)(µ+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ)+βµ f (I∗τ)

q1 = −pe−µτ

q0 = −pe−µτ(µ+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ)

τ= 0当 时，由以上表达式可得

p0+q0 = µ(µ+α+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ)+βα f (I∗τ)

p1+q1 = µ+β f (I∗τ)+µ+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ

µ+γ > β f ′(I∗τ)S
∗
τ显然，当  时，有

p0+q0 > 0, p1+q1 > 0

τ= 0

E∗0 = (S ∗0, I∗0)

故当  时，式（5）所有的根均具有负实部。此

时，正平衡点 是局部渐近稳定的。

τ> 0 λ = iw(w > 0)

λ = iw(w > 0)

当  时，令 是方程（5）的解，将

代入方程（5）并分离实部和虚部，

w2− p0 = q0 cos (wτ)+q1wsin (wτ)

p1w = q0 sin (wτ)−q1wcos (wτ)

对上面两式分别平方然后相加，可得

w4+ (p2
1−2p0−q2

1)w2+ p2
0−q2

0 = 0 （6）

这里

p0−q0 = [µ+ p(1+ e−µτ)](µ+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ)+βµ f (I∗τ)

p0+q0 = [µ+ p(1− e−µτ)](µ+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ)+βµ f (I∗τ)

p2
1−2p0−q2

1 = µ
2+2µp+

p2(1− e−2µτ)+ [µ+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ]

2+

[µ+ p+γ−β f ′(I∗τ)S
∗
τ]β f (I∗τ)+β

2 f 2(I∗τ)

显然，当式（4）中的条件成立时，一定有

p2
0−q2

0 > 0, p2
1−2p0−q2

1 > 0

τ ⩾ 0

E∗τ = (S ∗τ, I∗τ , V∗τ )

故方程（6）没有正根存在。所以，对所有的 ，

当满足条件式（4）时，正平衡点

具有局部渐近稳定性。

E∗τ = (S ∗τ, I∗τ ,V
∗
τ )接下来证明正平衡点 具有全局

渐近稳定性。

构造 Lyapunov函数

W1(t) =
1
2

(S −S ∗τ + I− I∗τ +V −V∗τ )
2

则

dW1(t)
dt
=(S−S ∗τ+I−I∗τ+V−V∗τ )

(
dS (t)

dt
+

dI(t)
dt
+

dV(t)
dt

)
=

(S −S ∗τ + I− I∗τ +V −V∗τ )(A−µS −µI−µV)

由式（3）可得
dW1(t)

dt
= −µ(S −S ∗τ + I− I∗τ +V −V∗τ )

2 ⩽ 0

R0 > 1 S ⩾ 0, I ⩾ 0,V ⩾ 0
dW1(t)

t
⩽ 0

{
(S , I,V) ∈ R3 | dW1(t)

d t
= 0

}
E∗τ

因此，当  时，对于 ，都有

成立；显然，

中的最大不变集是单点集 。

A =

µ(S ∗τ + I∗τ +V∗τ ) τ ⩾ 0

E∗τ

由 Lyapunov-LaSalle不变集原理 [13]可知，

对任意的 ，模型（1）的地方病平

衡点 是全局渐近稳定的。证毕。

3    数值模拟和结论

(S (0), I(0),V(0)) = (3, 3, 3)

f (I) =
I

1+αI
A=2, β=1, γ=0.5, µ=0.1, q=0.3, p=0.2, α = 0.2

τ τ

τ = 0 τ

τ = 0

τ

利用 Higham[14]提出的 Milstein的高阶离散方

法，对模型（1）在初值为

时进行数值模拟，其中， ，选取参数

。比较

图 1中不同的 值：当  较小时，感染人群的平衡

点大于  时所对应的的平衡点；当 较大时，感

染人群的平衡点小于  时所对应的的平衡点。

染病者的平衡点随着 值的增大而变小。
 

 

6.0

5.5

5.0

4.5

4.0

3.5

3.0

2.5

I

t

0 50 100 150 200 250 300

τ=0
τ=0.5
τ=2.0
τ=5.0
τ=10.0
τ=30.0

 
τ图 1    取不同 值时感染人群随时间的变化曲线

τ

Fig.1    Variation of infective population with time for different
value of delay 

 
 

R0 R0 ⩽ 1

E0

本文讨论了一类更符合实际、更复杂的非线

性传染率的 SIS传染病接种模型，能更好地体现疾

病的传播机理，具有重要的生物学意义，得到了

疾病存在与否的阈值——基本再生数 。当

时，模型（1）存在唯一的无病平衡点 ，通过构造

相应的 Lyapunov函数，利用 Lyapunov-LaSalle不

变集原理得到此平衡点是全局渐近稳定的，即疾
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R0 > 1

E∗τ

R0

τ

病灭绝；当  时，模型（1）存在唯一的地方病

平衡点 ，且是全局渐近稳定的，即疾病将持续

存在。从以上结论可知，通过调控接种参数以及

其他相关参数，可以使得模型的阈值 小于 1，从

而达到控制疾病流行的目的。同时，通过数值模

拟直观地观察到感染人群的数量随着  值的变化情

况，这为疾病防控部门有效地预防和控制疾病传

播提供了重要的理论依据。
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