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涉及小代数体函数的Milloux 不等式

祝笑笑，    刘晓俊
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：基于亚纯函数的 Milloux 不等式，考虑将有关结论推广到代数体函数。主要研究了代数体

函数的 Milloux 不等式涉及小代数体函数的情形，其中包括小亚纯函数与小代数体函数。主要以

前人的研究成果为工具，借助代数体函数的第二基本定理和小代数体函数的第二基本定理，同时

结合 Jensen 公式，最终得到了涉及小代数体函数的 Milloux 不等式的结论，除此之外，还研究了

关于 Borel 例外值个数问题。
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Milloux inequality concerning small algebroidal function

ZHU xiaoxiao，      LIU xiaojun
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: Based  on  the  Milloux  inequality  of  meromorphic  function,  the  conclusions  related  were
extended to the case of algebroidal function.The Milloux inequality of algebroidal function concerning
small algebroidal function as well as concerning small meromorphic function was studied. By using the
second fundmental theorem of algebroidal function and small algebroidal function, and combining with
the  Jensen  formula,  conclusions  about  the  Milloux  inequality  concerning  small  algebroidal  function
were obtained. Besides, the problem concerning the number of Borel exception values was also studied.

Keywords: Milloux inequality; small algebroidal function; second fundmental theorem

 

1    问题的提出

定义 1[1]代数体函数是由不可约方程

ψ (z,W)≡Ak (z)Wk+Ak−1(z)Wk−1+· · ·+A0(z)=0 （1）

k A j(z)( j = 0,1, · · ·,k)

z

所确定的 值解析函数，其中

是 的全纯函数，并且不在一点同时为零。特别

k = 1 W(z) A j(z)( j =

0,1, · · ·,k) W(z)

地，当 时， 即为亚纯函数；当

都是多项式时， 为代数函数。

代数体函数的第二基本定理首先由 Valiron在

1929年提出，后来有很多学者给出了详细的证

明。下面定理的形式来自文献[2]。

W(z) = {Wt(z)} {|z| < R}定理 1 设 是 内由式（1）所
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k

Wt(z) at(t = 1,2, · · · , p) p

r ∈ (0,R)

确定的 值无重因子代数体函数，并且每个分支

不恒为常数值。设 是 个不同

的复数（有穷或否），则对任意的 ，恒有

(p−2k)T (r,W) <
p∑

t=1

N
(
r,

1
W −at

)
−N1(r)+S (r,W)

{at} ∞ N(r,W) ⩽ T (r,W)若 中不含 ，由于 ，上式变形成

(p−2)T (r,W) <
p∑

t=1

N
(
r,

1
W −at

)
−N1(r)+S 1(r,W)

S 1(r,W) = S 0(r,W)+m
(
r,

W′

W

)
其中， 。

{at} ∞ ap+1 =∞若 中含有 ，在上式中可令 ，则上

式可改写成

(p−1)T (r,W) <
p+1∑
t=1

N
(
r,

1
W −at

)
−N1(r)+S 1(r,W)

N1(r) = 2N(r,W)−N(r,W′)+N
(
r,

1
W′

)
其中， 。

对于亚纯函数的第二基本定理，Yang等 [3]曾

给出一个涉及导数的推广，从而得到了亚纯函数

的 Milloux不等式[4]。之后，何育赞又给出了代数

体函数的Milloux不等式的一种形式。

W(z) k

av(v = 1,2, · · · , p) b j( j = 1,2, · · · ,q)

定理 2[1] 设 是 值无重因子代数体函数，

并令 和 为两组有穷

异于零且每组内判别的复数，则有

[
p+q−6(k−1)

]
T (r,W) < (q+1)N

(
r,

1
W

)
+

2N(r,W)+
p∑

v=1

N
(
r,

1
W −av

)
+

q∑
j=1

N
(
r,

1
W′−b j

)
−

[
N

(
r,

1
W′′

)
+qN

(
r,

1
W′

)]
+S (r,W)

S (r,W)其中， 具有余项性质。

W(z) =
{
(w j(z),a)

}k

j=1 D k定义 2[1] 设 是区域 上的 值

广义代数体函数。

W(z) YW (D);a.记 的所有代数体映射之集为

HW (D) = {h◦W(z);h ∈ YW (D)}
W(z)

b.称广义代数体集合

为 的代数体函数类。

W(z) D = {|z| < R} k

W(z)

定义 3[1] 设 是圆盘 上的 值代数

体函数，记 的所有小代数体函数集合为

XW (D) = {M(z) ∈ HW (D);T (r,M) = o(T (r,W))}

W(z)定义 4[2] 设 为代数体函数，则

λ = lim
r→∞

log+T (r,W)
logr

，µ = lim
r→∞

log+T (r,W)
logr

W(z)分别称为 的级和下级。

对于代数体函数的第二基本定理，不久前，

孙道椿等 [1]把这个结果改进为小代数体函数的情

形，得到了小代数体函数的第二基本定理。

W(z) = {Wt(z)} C k{
a j(z)

}q

j=1
⊂ XW

{
a j = o(W(z))

}q

j=1

W(z) q ⩾ 2

ε ∈ (0,1) r > 0,

定理 3[1] 设 是 上非常数的 值无

重因子代数体函数， ，

是 的 个不同的小代数体函数（也可能是小

亚纯函数及有限或无限的复常数），则对任意的

及 恒有

m(r,W)+
q∑

j=1

m
(
r,

1
W(z)−a j(z)

)
⩽

(2+ε)T (r,W)+ (2+ε)Nx(r,W)+S (r,W) （2）

其等价形式为

(q−2−ε)T (r,W) ⩽
q∑

j=1

N
(
r,

1
W −a j(z)

)
+

(2+ε)Nx(r,W)+S (r,W)

即

(q−4k+2−ε)T (r,W) ⩽
q∑

j=1

N
(
r,

1
W −a j(z)

)
+S (r,W) （3）

本文主要以定理 1和定理 3为工具，将定理

2的结论改进为涉及小代数体函数的情形，从而得

到了下面的结论。

W(z) k{
av(z)

}p

v=1
⊂ XW

{
av(z) = o (W(z))

}p

v=1

{
b j(z)

}q

j=1
⊂ XW{

b j(z) = o (W′(z))
}q

j=1
W (z) W′ (z)

p,q ⩾ 2

定理 4 设 是 值无重因子代数体函数，令

, ， ，

分别为 和 的不同的小

代数体函数（也可能是小亚纯函数[5]及有限或无限

的复常数[6], ），则有[
p+q−4(2+ε)(k−1)

]
T (r,W) ⩽ 4(2+ε)(k−1)N(r,W)+

p∑
v=1

N
(
r,

1
W −av(z)

)
+

q∑
j=1

N
(
r,

1
W′−b j(z)

)
+N(r,W)+

(q+1)N
(
r,

1
W

)
− (q−1)N

(
r,

1
W′

)
+S (r,W)

W(z) k

0,∞,av(z) (v = 1,2, · · · , p)

W(z) b j(z)( j = 1,2, · · · ,q)

W′(z) q

av(z), b j(z) ∞ W(z)

推论 设 是由式（1）所确定的 值有穷正级

整 代 数 体 函 数 [7]， 若   是

的判别有穷的 Borel例外值，

是 的 个 判 别 有 穷 的 Borel例 外 值 ， 且

不恒为 0和 ，则 为常数。

第 1 期 祝笑笑，等：涉及小代数体函数的Milloux不等式 7



2    相关引理

W(z) k

v ∈ N v W(v)(z)

引理 1[1] 设 为 值无重因子代数体函数，

则对任意正整数 ，它的 阶导数 满足

n(r,W)+ vn(r,W) ⩽ n(r,W(v)) ⩽ n(r,W)+ vn(r,W)+
(2v−1)nx(r,W)+O(1)

W(z) k引理 2[4] 设 是由式（1）确定的 值代数体函

数，则有

Nx(r,W) = 2(k−1)T (r,W)+O(1)

W(z) k引理 3[4] 设 为 值无重因子代数体函数，

则

W(z) S (r,W) = O(logr), r→∞当 为有穷级[8]时， ;
W(z) S (r,W) = O

{
log(rT (r,W))

}
,

r→∞
当 为无穷级时，

。

类似于亚纯函数，定义代数体函数的 Borel例
外值。

W(z)

k

b

定义 5[9] 设 是由式（1）确定的非常数值的

有穷正级 值无重因子代数体函数，若对任意的复

数 ，有

lim
r→∞

log N+
(
r,

1
W −b

)
logr

< λ

b W(z)则称 为 的 Borel例外值。

W(z)

k a(z) W(z)

引理 4 设 是由式（1）确定的非常数值的有

穷正级 值无重因子[10]代数体函数， 为 的任

意小代数体函数，则

lim
r→∞

log N+
(
r,

1
W −a(z)

)
logr

< λ

(4k−2) λ W(z)至多有 个 Borel例外值 [11]，其中 为

的级。

(4k−1)
{
a j(z)

}
证明  若存在 个 Borel例外值 ，满

足

lim
r→∞

log N+
(
r,

1
W −a j(z)

)
logr

= λ j < λ, j = 1,2, · · · ,4k−1

ε > 0则存在 ，使得

4k−1∑
j=1

N
(
r,

1
W −a j(z)

)
< (4k−1)rλ−ε

结合小代数体函数的第二基本定理[12]（定理 3），并

由引理 3，得

T (r,W)⩽
4k−1∑
j=1

N
(
r,

1
W −a j(z)

)
+O(1)< (4k−1)rλ−ε+O(1)

则有

lim
r→∞

log+T (r,W)
logr

< λ

矛盾，证毕。

3    主要结论的证明

定理 4的证明。

W′(z) b j(z)( j = 1,2, · · · ,q+1)

bq+1(z) = 0

对 和 应用定理 3并

结合第二基本定理，令 ，得

qT (r,W′) < N
(
r,

1
W′

)
+

q∑
j=1

N
(
r,

1
W′−b j(z)

)
+

(2+ε)Nx(r,W′)+S (r,W′) （4）

W(z), av(z)(v = 1,2, · · · , p+1)

ap+1(z) = 0

对 应用定理 3并结合第

二基本定理，并令 ，得

pT (r,W) < N(r,W)+N
(
r,

1
W

)
+

p∑
v=1

N
(
r,

1
W −av(z)

)
+

(2+ε)Nx(r,W)+S (r,W)
（5）

再由 Jensen公式

qT (r,W) = qT
(
r,

1
W

)
+O(1) =

q
(
m

(
r,

W′

W
1

W′

)
+N

(
r,

1
W

))
+O(1) ⩽

q
(
m

(
r,

W′

W

)
+m

(
r,

1
W′

)
+N

(
r,

1
W

))
+O(1) ⩽

qT (r,W′)+qN
(
r,

1
W

)
−qN

(
r,

1
W′

)
+

qm
(
r,

W′

W

)
+O(1) （6）

将式（4）应用于式（6），得

qT (r,W) ⩽ N
(
r,

1
W′

)
+

q∑
j=1

N
(
r,

1
W′−b j(z)

)
+

(2+ε)Nx(r,W′)+qN
(
r,

1
W

)
−

qN
(
r,

1
W′

)
+S 2(r,W′) （7）

S 2(r,W′) = S (r,W′)+qm
(
r,

W′

W

)
+O(1)其中， 。

将式（5）与式（7）相加，得
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(p+q)T (r,W) ⩽ 2(2+ε)Nx(r,W′)+N(r,W)+
p∑

v=1

N
(
r,

1
W −av(z)

)
+

q∑
j=1

N
(
r,

1
W′−b j(z)

)
+

(q+1)N
(
r,

1
W

)
− (q−1)N

(
r,

1
W′

)
+S 3(r,W) （8）

S 3(r,W) = S (r,W)+S 2(r,W′)其中， 。

由引理 1和引理 2

2(2+ε)Nx(r,W′)⩽4(2+ε)(k−1)T (r,W′)+O(1)=

4(2+ε)(k−1)
(
m

(
r,

W′

W
·W

)
+N(r,W′)

)
+O(1)⩽

4(2+ε)(k−1)
(
m

(
r,

W′

W

)
+m(r,W)+N(r,W)+

N(r,W)+Nx(r,W)
)
+O(1) ⩽ 4(2+ε)(k−1)(

m
(
r,

W′

W

)
+N(r,W) + (2k−1)T (r,W)

)
+O(1) ⩽

4(2+ε)(k−1)
(
m

(
r,

W′

W

)
+

N(r,W)+T (r,W)
)
+O(1) （9）

将式（9）应用于式（8），得[
p+q−4(2+ε)(k−1)

]
T (r,W) ⩽ 4(2+ε)(k−1)N(r,W)+

p∑
v=1

N
(
r,

1
W −av(z)

)
+

q∑
j=1

N
(
r,

1
W′−b j(z)

)
+

N(r,W)+ (q+1)N
(
r,

1
W

)
− (q−1)N

(
r,

1
W′

)
+S 4(r,W)

S 4(r,W)=S 3(r,W)+4(2+ε)(k−1)m
(
r,

W′

W

)
+O(1)

S 4(r,W)

其中， 。

再对 中各项应用对数导数引理，即得定理

4，证毕。

推论的证明。

结合引理 1和引理 2可得

T (r,W′) = m(r,W′)+N(r,W′) ⩽ m(r,W)+m
(
r,

W′

W

)
+

N(r,W′) ⩽ m(r,W)+N(r,W)+
N̄(r,W)+Nx(r,W)+O(1) ⩽ 2kT (r,W)+O(1)

故

logT (r,W′) ⩽ log(2kT (r,W)+O(1)) = logT (r,W)+O(1)

则有

logT (r,W′)
logr

⩽
logT (r,W)

logr
+O(1)

所以

λ(W′) ⩽ λ(W)

若两种情况同时成立，则结合定理 4可得

λ(W) ⩽

max
1⩽v⩽p
1⩽ j⩽q

lim
r→∞

log+N
(
r,

1
W−av(z)

)
logr

, lim
r→∞

log+N
(
r,

1
W′−b j(z)

)
logr

<
λ(W)

矛盾，得证。
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