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状态依赖时滞的非局部扩散方程的行波解存在性
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摘要：在自然界中，非局部扩散现象更广泛存在，因此，对非局部扩散方程的研究更具现实

意义。在研究扩散系统的过程中，为了克服非局部扩散问题，常用卷积算子或积分微分方程

研究扩散系统。基于状态依赖时滞的非局部的种群模型行波解存在性的研究，研究了更一般

的状态依赖时滞的非局部扩散方程的行波解存在性。通过利用合适的上下解及有关假设构造

一个算子所在的集合；通过 Schauder 不动点定理，证明了当波速大于临界波速时单调行波解

（波前解）的存在性。
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Existence of traveling waves solutions of the nonlocal dispersal
equation with state-dependent delay
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Abstract: In  nature,  the  phenomenon  of  non-local  diffusion  is  widespread,  therefore,  the  study  of  the
nonlocal dispersal equation is of practical significance. Usually, the dispersal system is studied by using
the convolution operator or the integral differential equation. Based on the study of the traveling waves
solutions of the nonlocal equation with state-dependent delay, the traveling waves solutions of the more
general  nonlocal  dispersal  equation  with  state-dependent  delay  were  concerned.  By  applying  the
appropriate upper and lower solutions and relevant assumptions, the set of an operator was constructed.
By  using  Schauder  fixed  point  theorem,  the  existence  of  traveling  waves  is  proved  when  the  wave
velocity is greater than the critical wave velocity.
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1    问题的提出

虽然状态依赖时滞的微分方程（SD-DDE）可
以追溯到 19世纪，但该类型方程研究由于在各种

情况下的频繁运用而再一次成为研究热点，见文

献[1-4]。
Lv等 [3]研究了一种状态依赖时滞的扩散阶段

结构模型，并得到了大波速下的行波解的存在

性。Lin等[4]进一步研究了状态依赖时滞的反应扩

散方程：

ut(x, t) = uxx(x, t)−du(x, t)+b(u(x, t−τ(u(x, t)))) （1）

u(x, t) t x的行波解的存在性，其中 代表时刻 在 处的

种群密度。

行波解的概念在 1937年由 Kolmogorov等 [5]提

出，用来解释动物基因的传播过程。行波解现象

不仅存在于种群模型中，也存在于物理、化学、

生物及神经网络等领域，见文献[3-5]。行波解也

可以用来解释自然界中传播和震动现象，因而具

有重要的实际意义。

尽管方程（1）中 Laplacian扩散模型应用广泛，

但它表示的生态系统的一个重要缺点是这种扩散

是一个局部扩散，这表明种群中的个体只能影响

到局部范围。克服这类问题的常用方法是用卷积

算子或积分微分方程来研究扩散系统，见文献[6-7]。
Wan等[8]研究状态依赖时滞的非局部的种群模型

∂u(x, t)
∂t

=(J ∗u−u)(x, t)−du(x, t)+

b(u(x, t−τ(u(x, t)))) （2）

u(x, t) t

x J ∗u−u

J ∗u =
w
R

J(x− y)u(y, t)dy J (x− y) y

x J ∗u

x u(x, t)=w
R

J(x− y)u(x, t)dy x

d b(u)

τ(u)

的行波解的存在性，其中 代表在时刻 位置

处的种群密度， 是一个非局部扩散算子，

定义为 。若 是从 位

置跳跃到 位置的概率分布，则 代表个体从所

有其他位置到 位置的种群数量，并且

代表从 位置处到其他位置的种群

数量。在种群模型中， 为死亡率， 为出生函

数， 为种群密度依赖的成熟时滞。

本文考虑更一般的非局部带状态依赖时滞反

应的扩散系统的行波解的存在性，方程如下

∂u(x, t)
∂t

=d(J ∗u−u)(x, t)+

f (u(x, t),u(x, t−τ(u(x, t)))) （3）

u(x, t) = ϕ(ξ), ξ = x+ ct

方程（3）的行波解，是一种定义在全空间上特殊

的整体解，且具有如下形式： ，

c > 0 ϕ ∈C1(R,R)其中 为波速， 为波像函数并满足方程

d
(w
R

J(y)ϕ(ξ− y)dy−ϕ(ξ)
)
− cϕ′(ξ)+

f (ϕ(ξ),ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ)))) = 0, ξ ∈ R （4）

和渐近边界条件

lim
ξ→−∞

ϕ(ξ) = 0, lim
ξ→+∞

ϕ(ξ) = K （5）

特别地，称满足条件（5）的单调行波解为波前解。

2    主要结果

现在给出一些假设：

J : R→ R
w
R

J(y)dy = 1w
R

e−λyJ(y)dy <∞,λ > 0;

a.  是非负偶函数，并且 ，

τ(u) ∈C1([0,∞),R+) 0 ⩽ τ′(u) < 1 0 ⩽ m =

τ(0) ⩽ lim
u→∞

τ(u) = M <∞
b.  ， ；

；

f ∈C1([0,K]2,R), f (0,0) = f (K,K) = 0

u ∈ (0,K) f (u,u) > 0 (u,v)∈ [0,K]2

∂2 f (u,v) ⩾ 0 K

c.  ， 当

时 ， ， 当 时 ，

，其中， 为正常数；

∂1 f (0,0)u+∂2 f (0,0)v ⩾ f (u,v), (u,v) ∈ [0,K]2d.  ；

L, κ > 0,σ1,σ2 ∈ (0,1] (u,v) ∈ [0, κ]2e. 存在 ，当 ，

| f (u,v)−∂1 f (0,0)u−∂2 f (0,0)v| ⩽ L(u1+σ1 + v1+σ2 )

∂1 f (0,0)+∂2 f (0,0) ⩾

f
(K

2
,

K
2

) 2
K
> 0

注 ： 假 设 c和 d蕴 含 了

。

c∗

c ⩾ c∗

u(t, x) = ϕ(x+ ct) ϕ(−∞)=0, ϕ(+∞)= K

定理 1 假设 a~e成立，存在一个正常数 ，当

时，方程（4）存在一个非减的正的行波解

，且 。此外，

lim
ξ→−∞

ϕ(ξ)e−λ1ξ = 1, lim
ξ→−∞

ϕ′(ξ)e−λ1ξ = λ1c > c∗ （6）

λ1 > 0其中， 为下列方程的最小实根。

∆(c,λ) = cλ−d
(w
R

e−λyJ(y)dy−1
)
−

∂1 f (0,0)−∂2 f (0,0)e−λcm = 0

3    主要结果的证明

Γ

F : Γ→ Γ Bλ ∥·∥Bλ

问题（3）行波解的存在性的证明，将分成 3个

部分来完成。首先，利用合适的上下解及有关假

设构造一个算子所在集合 ；其次，证明定义的算

子 在 中关于范数 全连续；最后，利

用 Schauder不动点定理，得到存在性定理。

H : C[0,K](R,R)→C[0,K](R,R)定义算子
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H(ϕ)(ξ) = dJ ∗ϕ(ξ)+ (β−d)ϕ(ξ)+
f (ϕ(ξ),ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ)))) （7）

β > d C[0,K](R,R) = {ϕ ∈C(R,R)|0 ⩽ ϕ(ξ) ⩽ K,

ξ ∈ R} F : C[0,K](R,R)→C[0,K](R,R)

其中， ，

。进一步定义算子

F(ϕ)(ξ) =
1
c

e−
β
c ξ

w ξ

−∞
e
β
c sH(ϕ)(s)ds （8）

ϕ显然，算子 F的一个不动点 就是方程（4）的
解，即

ϕ(ξ) = F(ϕ)(ξ), ξ ∈ R （9）

因此，为了研究方程（4）解的存在性，只需研

究算子 F的不动点的存在性。

∂2 f (u,v) ⩾ 0, (u,v) ∈ [0,K]2

f

因为 ，容易知道函数

满足如下拟单调条件。

β >

max
(u,v)∈[0,K]2

|∂1 f (u,v)|+d

引理 1 假设 a~c成立，存在一个正常数

使得

f (ϕ1(ξ),ϕ1(ξ− cτ(ϕ1(ξ))))− f (ϕ2(ξ),
ϕ2(ξ− cτ(ϕ2(ξ))))+ (β−d)(ϕ1(ξ)−ϕ2(ξ)) ⩾ 0

ϕ1,ϕ2 ∈C[0,K](R,R) ξ ∈ R,0 ⩽ ϕ2(ξ) ⩽

ϕ1(ξ) ⩽ K

其 中 ， ， 且 当

。

ϕ ∈C[0,K](R,R)

c > 0

引理 2 假设 a~d成立，如果 ，对

于任何 ，则有

0 ⩽ H(ϕ)(ξ) ⩽ βK,c
∣∣∣F′(ϕ)(ξ)

∣∣∣ ⩽ βK

0 ⩽ H(ϕ)(ξ) ⩽ βK证明  易证 。由算子 F的定

义，有

c
∣∣∣∣∣dF(ϕ)(ξ)

dξ

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣−βc e−
β
c ξ

w ξ

−∞
e
β
c sH[ϕ](s)ds+H(ϕ)(ξ)

∣∣∣∣∣ ⩽
max

{∣∣∣∣∣βc e−
β
c ξ

w ξ

−∞
e
β
c sH[ϕ](s)ds

∣∣∣∣∣ , |H(ϕ)(ξ)|
}
⩽ βK

故得证。

现在，引入积分方程（9）的上下解的概念。

ϕ : R→ [0,K]定义 1 一个连续有界的函数 称为

方程（9）的一个上解当且仅当满足如下条件：

F(ϕ)(ξ) ⩽ ϕ(ξ) , ξ ∈ R （10）

方程（9）的一个下解也可以类似定义得到，只

需将式（10）不等号反向。

λ ⩾ 0,c ⩾ 0 ∆(c,λ)当 ，定义一个函数 如下：

∆(c,λ) =cλ−d
(w
R

e−λyJ(y)dy−1
)
−

∂1 f (0,0)−∂2 f (0,0)e−λcm （11）

c∗ > 0引理 3 假设 a~d成立，则存在唯一的 满

足如下条件：

c ⩾ c∗ 0 < λ1 ⩽ λ2

∆(c,λ1) = ∆(c,λ2) = 0

①  若 ， 则 存 在 两 个 正 数 ，

；

c < c∗ λ > 0 ∆(c,λ) < 0② 若 ，则对所有 ， ；

c = c∗ λ1=λ2=λ∗ c > c∗ λ1<λ∗<λ2③ 若  ，则  ，当  ，则  ，

∆(c, ·) =
{
> 0, (λ1,λ2)
< 0, R\[λ1,λ2]

c > c∗ λ1,λ2对于在引理 3中给定的常数 和 ，定

义连续函数[9-11]：

ϕ̂(ξ) :=min{K,eλ1ξ}, ξ ∈ R （12）

ϕ(ξ) :=max{0,eλ1ξ −qeγλ1ξ}, ξ ∈ R （13）

γ ∈
(
1,min

{
1+σ1,1+σ2,

λ2

λ1

})
q

ξ ∈ R 0 ⩽ ϕ(ξ) ⩽ ϕ̂(ξ) ⩽ K,ϕ(ξ) , 0

其中， 。显然，当 充

分 大 时 ， 对 ， 有 。

c > c∗
β1 > 0 β ⩾ β1 ξ1, ξ2 ∈ R∣∣∣ϕ̂(ξ1)− ϕ̂(ξ2)

∣∣∣ ⩽ Kβ
c
|ξ1− ξ2|

引理 4 假设 a~d成立，则对波速 ，此

时 ， 存 在 一 个 ， 当 ， 时 ，

。

证明 注意到

cλ1 = d
(w
R

e−λyJ(y)dy−1
)
+∂1 f (0,0)+

∂2 f (0,0)e−λcm<d
w
R

e−λyJ(y)dy−d+∂1 f (0,0)+

∂2 f (0,0) ≜ L1 < +∞

ϕ̂(ξ) = eλ1ξ < K cϕ̂′(ξ) = cλ1eλ1ξ < L1K当 ，有 ；

ϕ̂(ξ) = K < eλ1ξ cϕ̂′(ξ) = 0当 ， ，且

c
∣∣∣ϕ̂(ξ1)− ϕ̂(ξ2)

∣∣∣ ⩽ L1K |ξ1− ξ2| , ξ1, ξ2 ∈ R

β1=L1令 ，即完成证明。

c > c∗ ϕ̂(ξ)

ϕ(ξ)

引理 5 假设 a~d成立，当波速 ， 与

分别为方程（9）的一个上解和下解。

ξ ∈ R 0 ⩽ ϕ̂(ξ) ⩽ K证明 因为对 ， ，由引理 1知

H(ϕ̂)(ξ) = d
w
R

J(y)ϕ̂(ξ− y)dy+ f (ϕ̂(ξ), ϕ̂(ξ− cτ(ϕ̂(ξ))))+

(β−d)ϕ̂(ξ) ⩽ dK + f (K,K)+ (β−d)K=βK

且有

F(ϕ̂)(ξ) =
1
c

e−
β
c ξ

w ξ

−∞
e
β
c sH(ϕ̂)(s)ds ⩽

1
c

e−
β
c ξ

w ξ

−∞
e
β
c sβKds = K （14）

u,v ∈ [0,K] f (u,v) ⩽ ∂1 f (0,0)u+
∂2 f (0,0)v ξ ∈ R, 0 ⩽ ϕ̂(ξ) ⩽ eλ1ξ ∆(c,λ1) = 0,

β > max
(u,v)∈[0,K]2

|∂1 f (u,v)|+d

另一方面，当 ，
，当 ，又因

，故有

H(ϕ̂)(ξ) = d
w
R

J(y)ϕ̂(ξ− y)dy+ f (ϕ̂(ξ), ϕ̂(ξ− cτ(ϕ̂(ξ))))+

(β−d)ϕ̂(ξ) ⩽ d
w
R

J(y)ϕ̂(ξ− y)dy+∂1 f (0,0)ϕ̂(ξ)+

∂2 f (0,0)ϕ̂(ξ− cτ(ϕ̂(ξ)))+ (β−d)ϕ̂(ξ) ⩽

eλ1ξ
(
d
w
R

J(y)e−λ1ydy+∂1 f (0,0)+ (β−d)+

∂2 f (0,0)e−λ1cm
)
=eλ1ξ(β+ cλ1)

12 上  海  理  工  大  学  学  报 2020 年 第 42 卷



则

F(ϕ̂)(ξ) =
1
c

e−
β
c ξ

w ξ

−∞
e
β
c sH(ϕ̂)(s)ds ⩽

1
c

e−
β
c ξ

w ξ

−∞
e
β
c seλ1 s(β+ cλ1)ds = eλ1ξ （15）

ξ ∈ R
F(ϕ̂)(ξ) ⩽ ϕ̂(ξ) ϕ̂(ξ)

根 据 式 （ 14） 和 式 （ 15） ， 当 时 ，

，因此 为方程（9）的一个上解。

ξ0= −
lnq

(γ−1)λ1
ξ ⩾ ξ0 ϕ(ξ) = 0

ξ ⩽ ξ0 ϕ(ξ) = eλ1ξ −qeγλ1ξ

令 ，于是当 时， ，

当 时， 。

显然有

F(ϕ(ξ)) ⩾ 0, ξ ∈ R （16）

δ1, δ2 > 0, 0 < L <∞
(u,v) ∈ [0, κ]2

由 假 设 条 件 e， 存 在 ， 当

，使得

f (u,v)⩾ ∂1 f (0,0)u+∂2 f (0,0)v−L(u1+σ1+v1+σ2 ) （17）

Q1(γ)≫ 1 q ⩾ Q1(γ)

eλ1ξ −qeγλ1ξ ⩽ κ 0 ⩽ ϕ(ξ) ⩽ κ ξ0 < 0

1+σi > γ, i = 1,2

易 知 存 在 一 个 ， 当 ， 有

。因此， 。因为 ，

，故可得

ϕ̂(ξ) ⩾ ϕ(ξ) ⩾ eλ1ξ −qeγλ1ξ, ξ ∈ R （18）[
ϕ(ξ)

]1+σi ⩽ eγλ1ξ, ξ ∈ R, i = 1,2 （19）

根据式（18）和式（19），可得

H(ϕ)(ξ) = d
w
R

J(y)ϕ(ξ− y)dy+ f (ϕ(ξ),ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ))))+

(β−d)ϕ(ξ) ⩾ d
w
R

J(y)ϕ(ξ− y)dy+

∂2 f (0,0)ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ)))+∂1 f (0,0)ϕ(ξ)+

(β−d)ϕ(ξ)−L
[
ϕ(ξ)

]1+σ1 −L
[
ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ)))

]1+σ2 ⩾

(cλ1+β)eλ1ξ −q(cγλ1+β)eγλ1ξ+

∂2 f (0,0)(eλ1(ξ−cτ(ϕ(ξ)))− eλ1(ξ−cm))+

∂2 f (0,0)qeγλ1ξ(e−cmγλ1 − e−cγλ1τ(ϕ(ξ)))+
eγλ1ξ(∆(c,γλ1)q−L−Le−cmγλ1 )+

L(eγλ1(ξ−cm)− eγλ1(ξ−cτ(ϕ(ξ)))) ⩾
(cλ1+β)eλ1ξ −q(cγλ1+β)eγλ1ξ+

eγλ1ξ

[
q∆(c,γλ1)−L−Le−cmγλ1+

∂2 f (0,0)(e−cMλ1 − e−cmλ1 )
e(γ−1)λ1ξ

]
q ⩾max{Q1(γ),Q2(γ)}因此，当 ，其中

Q2(γ) :=
L+Le−cmγλ1 +

∂2 f (0,0)(e−cmλ1 − e−cMλ1 )
e(γ−1)λ1ξ

∆(c,γλ1)

有

H(ϕ)(ξ) ⩾ (cλ1+β)eλ1ξ −q(cγλ1+β)eγλ1ξ （20）

由式（20）得

F(ϕ)(ξ) ⩾
1
c

e−
β
c ξ

w ξ

−∞
e
β
c s[(cλ1+β)eλ1ξ−

q(cγλ1+β)eγλ1ξ]ds = eλ1ξ −qeγλ1ξ （21）

结合式（16）和式（21），有

F(ϕ)(ξ) ⩾ ϕ(ξ), ξ ∈ R

ϕ(ξ)因此， 是方程（9）的一个下解。综上可知，完

成证明。

0 ⩽ λ ⩽ λ1

下面，将要通过 Schauder不定点定理来寻求

算子 F的不动点。为此，可以引进指数衰减范

数。当 ，定义

Bλ(R,R) = {ϕ : ϕ(ξ) ∈C[0,K](R,R),sup
ξ∈R
|ϕ(ξ)|e−λξ <∞}

Bλ(R,R)

∥·∥Bλ=sup
ξ∈R
|ϕ(ξ)|e−λξ

容 易 验 证 是 一 个 附 有 范 数

的一个 Banach空间。

ϕ̂(ξ) ϕ(ξ)令 和 分别为式（12）和式（13）给出的上

解和下解，定义集合

Γ :=


ϕ ∈C[0,K](R,R)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
① ϕ(ξ)在R上非减
② ϕ(ξ) ⩽ ϕ(ξ) ⩽ ϕ̂(ξ),ξ ∈ R
③ |ϕ(ξ1)−ϕ(ξ2)| ⩽

Kβ
c
|ξ1− ξ2| ,ξ1, ξ2 ∈ R


易证集合 Γ为非空、有界、闭凸集。对于在

式（8）中定义的算子 F，有如下引理成立。

引理 6 假设 a~e成立，

F(Γ) ⊂ Γ;① 
F : Γ→ Γ Bλ ∥·∥Bλ②  在 中关于范数 是全连续。

ϕ ∈ Γ证明 根据引理 1~5，对任意 ，有

ϕ(ξ) ⩽ F(ϕ)(ξ) ⩽ F(ϕ)(ξ) ⩽ F(ϕ̂)(ξ) ⩽ ϕ̂(ξ)

F(ϕ)(ξ) ϕ(ξ) ∈C[0,K](R,R)

c |F′(ϕ)(ξ)| ⩽ βK F(Γ) ⊂ Γ
且 关 于 是 非 减 的 ，

。因此， 。

f ∈C1([0,K]2,R) M > 0

| f (u1,v1)− f (u2,v2)| ⩽ M(|u1−u2|+ |v1− v2|)
ui,vi ∈ [0,K], i = 1,2 ϕ,ψ ∈ Γ

因 ， 存 在 ， 满 足

， 其 中

。于是，对 ，有

|H(ϕ)(ξ)−H(ψ)(ξ)| ⩽ d
w
R

J(y) |ϕ(ξ− y)−ψ(ξ− y)|dy+

M|ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ)))−ψ(ξ− cτ(ψ(ξ)))|+
(β−d+M) |ϕ(ξ)−ψ(ξ)| ⩽
eλξd

w
R

J(y)e−λy∥ϕ−ψ∥Bλdy+

eλξ(β−d+M)∥ϕ−ψ∥Bλ+
M |ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ))−ψ(ξ− cτ(ϕ(ξ))))|+

MβK |ϕ(ξ)−ψ(ξ)| ⩽ eλξ
[
d
w
R

J(y)e−λydy +

(β−d+M)+Me−λcm+MβK
]
∥ϕ−ψ∥Bλ
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因此，可得

|F(ϕ)−F(ψ)|Bλ = sup
ξ∈R
|F(ϕ)(ξ)−F(ψ)(ξ)|e−λξ ⩽

sup
ξ∈R

1
c

e−
β+cλ

c ξ
w ξ

−∞
e
β+cλ

c s |H(ϕ)(s)−H(ψ)(s)|e−λsds ⩽

1
β+ cλ

[
d
w
R

J(y)e−λydy+ (β−d+M)+Me−λcm +

MβK
]∥ϕ−ψ∥Bλ

F : Γ→ Γ Bλ (R,R) ∥·∥Bλ
ϕ ∈ Γ ξ ∈ R

ξ1 ⩾ ξ2 ξ1, ξ2 ∈ R

它表明 在 中关于范数 是

连续的。另一方面，对任意 ， ，当

， 时，

|F(ϕ)(ξ1)−F(ϕ)(ξ2)| ⩽ β
c

K(ξ1− ξ2)

ξ ∈ R {F(ϕ)(ξ) : ϕ ∈ Γ}

F(Γ) {ψn}n∈N
nk→∞ ψ ∈C(R,R) R

lim
k→∞

ψnk (ξ) = ψ(ξ) ξ

ξ ∈ R ϕ(ξ) ⩽ ψnk (ξ) ⩽ ϕ̂(ξ) ϕ(ξ) ⩽ ψ(ξ) ⩽ ϕ̂(ξ)

ψ(ξ) ∈ Γ

这表明对于 ， 是一致有界

并且等度连续。因此，通过 Arzela-Ascoli定理，

对 于 在 中 任 意 给 定 的 序 列 ， 存 在

和 ， 使 得 在 任 何 紧 支 集 上

关于 一致成立。因为，对任意的

， ，于是有 ，

即 。另外有

lim
ξ→±∞

(ϕ̂(ξ)−ϕ(ξ))e−λξ = 0

ε > 0 M0 > 0

|ξ| ⩾ M0

因此，对任意 ，可以找到 ，使得对

任意的 ，可得∣∣∣ψnk (ξ)−ψ(ξ)
∣∣∣e−λξ ⩽ (ϕ̂(ξ)−ϕ(ξ))e−λξ < ε

|ξ| ⩽ M0 lim
k→∞

(ψnk (ξ)−ψ(ξ))e−λξ = 0

k∗ > 0 k ⩾ k∗

|ξ| ⩽ M0

此外，当 时，

一致存在，于是存在 ，当 时，对任意的

，可得 ∣∣∣ψnk (ξ)−ψ(ξ)
∣∣∣e−λξ < ε

k→∞
∥∥∥ψnk (ξ)−ψ(ξ)

∥∥∥
Bλ
→ 0

F : Γ→ Γ Bλ ∥·∥Bλ

由此可得，当 时， 。

所以， 在 中关于范数 全连续。

定理 1的证明。

ϕ ∈ Γ ϕ(ξ)

l =: lim
ξ→+∞

ϕ(ξ) > 0

证明  根据引理 6和 Schauder不动点定理，

F存在一个不动点 。因 非减且有界，所以

。由洛必达法则，可得

l = lim
ξ→+∞

r ξ
−∞ e

β
c sH[ϕ](s)ds

ce
β
c ξ

=
dl+ (β−d)l+ f (l, l)

β

f (l, l) = 0 lim
ξ→+∞

ϕ(ξ) = l = K max{0,eλ1ξ−
qeγλ1ξ} ⩽ ϕ(ξ) ⩽min{K,eλ1ξ}, ξ ∈ R lim

ξ→−∞
ϕ(ξ) = 0

lim
ξ→−∞

∣∣∣ϕ(ξ)e−λ1ξ −1
∣∣∣ ⩽ lim

ξ→−∞
qe(γ−1)λ1ξ = 0

因此， ， 。因

，故有

和 。

这表明

lim
ξ→−∞

ϕ(ξ)e−λ1ξ = 1 （22）

lim
ξ→−∞

ϕ(ξ) = 0由假设 e、式（22）和 ，易得

lim
ξ→−∞

| f (ϕ(ξ),ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ))))−∂1 f (0,0)ϕ(ξ) −

∂2 f (0,0)ϕ(ξ− cm)|e−λ1ξ ⩽
lim
ξ→−∞

| f (ϕ(ξ),ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ))))−∂1 f (0,0)ϕ(ξ) −

∂2 f (0,0)ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ)))|e−λ1ξ ⩽

lim
ξ→−∞

L
{
[ϕ(ξ)]1+σ1 + [ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ)))]1+σ2

}
e−λ1ξ = 0

且有

lim
ξ→−∞

e−λ1ξ
w
R
ϕ(ξ− y)J(y)dy =

w
R

e−λ1yJ(y)dy

和

lim
ξ→−∞

ϕ′(ξ)e−λ1ξ =
1
c

lim
ξ→−∞

{
d
[
J ∗ϕ(ξ)−ϕ(ξ)

]
+

f (ϕ(ξ),ϕ(ξ− cτ(ϕ(ξ))))}e−λ1ξ =

1
c

{
d
[w
R

e−λ1yJ(y)dy−1
]
+

∂1 f (0,0)+∂2 f (0,0)e−λ1cm
}
= λ1

定理 1得证。
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