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基于平稳分布的随机恒化器动力学分析

杨友超，    赵佃立
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：基于平稳分布，研究了一类带有参数扰动的随机恒化器模型的空间动力学行为。首先，利

用微分方程的基本理论，求出微生物种群平稳分布概率密度函数的完全表达式；然后，对于所得

的平稳分布密度函数的形态进行分析，发现噪声在很大程度上将改变原有确定性恒化器模型的动

力学行为，而且最大概率平衡点会随噪声强度的改变而改变，呈现出较为复杂的动力学行为；最

后，通过一组文献中的实验数值进行模拟分析，所得结论与理论结果一致。研究恒化器模型的主

要目的是研究其中微生物的生存分布，对这一问题进行深入的研究，可为相关从业工作者提供较

为完善的理论依据。
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Dynamic analysis of stochastic chemostat model based on stationary
distribution

YANG Youchao，      ZHAO Dianli
(School of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: Based  on  the  stationary  distribution,  the  spatial  dynamic  behavior  of  a  class  of  stochastic
chemostat  models  with  parameter  perturbations  is  studied.  Firstly,  the  complete  expression  of  the
probability  density  function of  the stationary distribution of  microbial  population is  obtained by using
the  basic  theory  of  differential  equation.  Then,  by  analyzing  the  shape  of  the  obtained  stationary
distribution  density  function,  it  is  found  that  the  noise  changes  the  dynamic  behavior  of  the  original
deterministic chemostat model to a large extent. In addition, the maximum probability equilibrium point
will  change  with  the  change  of  noise  intensity,  presenting  a  relatively  complex  dynamic  behavior.
Finally, a group of experimental data in the literature are used to simulate and analyze the results, which
are consistent with the theoretical results. The main purpose of studying the chemostat model is to study
the  survival  and  distribution  of  microorganisms  in  it.  In-depth  study  on  this  problem  can  provide
relatively complete theoretical basis for relevant practitioners.
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恒化器（chemostat）是生物学上的一种连续培

养装置，用来研究微生物的培养问题。原理是通

过把培养液的流速保持在一定水平上，使微生物

始终在低于其最高生长速率的条件下进行生长繁

殖。使用恒化器培养微生物是研究微生物的一种

重要手段，通过对所培养微生物的持久性、灭绝

性，以及平衡点的全局吸引性等一系列问题的研

究，达到人工控制和干预微生物生长的目的。将

该技术进一步推广到大自然中，在生物的生长、

繁衍方面具有重要的理论和现实意义。

近年来，越来越多的专家和学者对恒化器模

型的研究产生了浓厚兴趣，并且取得了大量的研

究成果。例如，Hubbell等 [1]指出当恒化器中出现

多个微生物种群竞争同一种限制性营养物质的情

况下，最终的竞争结果是只有得失相当常数

（break-even）最小的微生物种群能够存活下来。

Robledo等[2]考虑了一类微生物多种群竞争恒化器

模型，得到了多种微生物共存的条件。Wu等[3]研

究了在搅拌非均匀的情况下，单个微生物种群在

两种互补的限制性营养物质中的恒化器模型，分

析了模型稳态解的存在唯一性和全局吸引性。考

虑到死亡、能量维持、再循环等现实因素，

Nelson等[4]对由常微分方程描述的恒化器模型进行

了详细论述；Chen等 [5]研究了一类均匀恒化器模

型的长时间行为，验证了正平衡解的全局存在唯

一性及其稳定性；Zhao等 [6]研究了单个微生物种

群在随机环境中的持久性定理，并证明了模型平

稳分布解的存在性。朱春娟[7]、李姣等[8]研究了在

不同噪声大小情况下微生物灭绝的基本条件，并

在持久性的基础上，讨论了平稳分布解的存在性。

目前这一类模型的文章只考虑了系统内生物

的灭绝条件、生存条件以及平稳分布解的存在

性、唯一性等问题，而关于平稳分布解的具体形

态等问题尚未找到相关文献，然而这一问题对研

究持续培养状态的微生物生存特征具有决定性的

意义，本文将针对此类问题展开详细讨论。

1    模型及其基本性质

经典的单个微生物种群在一种限制性营养物

质中培养的恒化器模型具有以下形式[9]：
dS
dt
= D

(
S 0−S

)
− βS

a+S
x

dx
dt
=
βS

a+S
x−Dx

（1）

S (t) x(t) t

S 0

D S 0 D
βS

a+S
β

a > 0

式中： ， 分别表示在 时刻恒化器中营养物

和微生物种群的浓度； 为输入营养物的初始浓

度； 为恒化器中的稀释率； ， 均为正常数；

为 Monod增长功能反应函数，其中 为微生物

的最大增长率，a 是 Michaelis-Menten常数， 。

考虑到微生物的培养过程中不可避免地会受

到环境噪声的干扰，利用布朗运动作为随机因

素，Xu等[10]在式（1）的基础上建立如下随机模型：
dS =

[
D

(
S 0−S

)
− βS x

a+S

]
dt− σS x

a+S
dB(t)

dx =
[
βS

a+S
−D

]
xdt+

σS x
a+S

dB(t)
（2）

σ式中： 为噪声标准差；B（t）为布朗运动。

由模型（2）知

d(S + x) =
[
D

(
S 0− (S + x)

)]
dt

S + x = S 0显然 是该方程的一组吸引解，下面恒假

设该式成立，代入模型（2）后得到如下系统：

dx =
(
β

S 0− x
a+S 0− x

−D
)

xdt+σ

(
S 0− x

)
x

a+S 0− x
dB(t) （3）

在文献[11]中，式（3）解的全局存在性、有界性、

正定性的证明工作已经完成；并定义了模型的基

本再生数

RS
0 =

2βS 0
(
a+S 0

)
−σ2

(
S 0

)2

2D
(
a+S 0)2

RS
0 ⩽ 1 RS

0 > 1当 时，微生物种群以概率 1灭绝；当

时，微生物存活的概率大于 0。下面讨论在微生物

存活概率大于 0的情况下，平稳分布函数的表达

式及其形态。

2    平稳分布密度函数的显式表达式

在随机噪声存在的情况下，首先求出平稳分

布密度函数的表达式。

x ∈ (0,S 0)定理 1    对于所有的 ，系统（3）的概

率密度函数满足

PS
σ(x) =C

xC0(RS
0 −1)

(
a+S 0− x

)
(
S0− x

)C0(RS
0 −1)−2 β−D−σ2

σ2

e
− 2Da2

σ2S 0(S0−x) （4）

C
w S 0

0
CPS
σ(x)dx = 1式中，常数 是由 来确定。

Y(t) = g (x(t)) g : (0,S 0)→ R证明：令 ， ，定义

g(ξ) = log
ξa+S 0

(S 0− ξ)a （5）
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首先，利用伊藤公式，得到表达式

dY(t) =
[
b (x(t))g′ (x (t))+

1
2

(a (x (t)))2g′′ (x(t))
]
dt+

a (x(t))g′ (x(t))dB(t)

式中，

a(ξ) = σ
S 0− ξ

a+S 0− ξ
ξ

b(ξ) =
(
β

S 0− ξ
a+S 0− ξ

−D
)
ξ

g′(ξ) =
S 0

(
a+S 0− ξ

)
ξ(S 0− ξ)

g′′(ξ) =
a(

S 0− ξ)2 −
a+S 0

ξ2

整理后得到表达式

dY(t) =
[
S 0

(
β−D− Da

S 0− x

)
+

1
2
σ2

aS 0
(
2x−S 0

)
−S 0

(
S 0− x

)2

(
a+S 0− x

)2

dt+σS 0dB(t) （6）

Lasota等[12]求式（6）对应的 Fokker-Planck方程，得

到

∂u(t,g)
∂t

=− ∂
∂g

{[
S 0

(
β−D− Da

S 0− x

)
+

1
2
σ2

aS 0
(
2x−S 0

)
−S 0

(
S 0− x

)2

(
a+S 0− x

)2

u(t,g)

+
1
2
σ2

(
S 0

)2 ∂2u(t,g)
∂g2 （7）

u(t,g)
∂u(t,g)
∂t

= 0

式中， 表示马尔可夫半群。对于式（7），令

，可以得到关系式

du
dx
=

2

S 0
(
β−D− Da

S 0− x

)
+

1
2
σ2

aS 0
(
2x−S 0

)
−S 0

(
S 0− x

)2

(
a+S 0− x

)2


σ2(S 0)2

S 0
(
a+S 0− x

)
x(S 0− x)

u =2(β−D)
σ2 ·

(
a+S 0− x

)
x(S 0− x)

− 2Da
σ2 ·

(
a+S 0− x

)
x(S 0− x)2 +

a
(
2x−S 0

)
− (S 0− x)2

x
(
a+S 0− x

)
(S 0− x)

u

利用微分方程理论解出上式，得到

u (x) =Ce
C0(RS

0 −1) log x−
[
C0(RS

0 −1)−2 β−D−σ2

σ2

]
log

(
S 0−x

)
+log(a+S 0−x)− 2Da2

σ2(S 0−x)S 0

C0=
2D

(
a+S 0

)2

σ2(S 0)2 ; RS
0 =

2βS 0
(
a+S 0

)
−σ2

(
S 0

)2

2D
(
a+S 0)2式中： 。

最后，根据文献[13]有

PS
σ (x) = u (x)

故得到平稳分布的概率密度函数表达式（4）。
证毕。

3    平稳分布密度函数的结构分析

由于式（4）已经显式给出了恒化器中微生物种

群数比例的分布函数，所以在本节中，将主要以

环境噪声为参数来分析微生物种群的渐进行为。

为了讨论方便，对式（4）整理后得到

PS
σ(x) =Cehσ(x) （8）

式中，

hσ(x) = A ln(x)+B ln(S 0− x)+ ln
(
a+S 0− x

)
+C

1
S 0− x

其中

A =C0(RS
0 −1),B = 2

β−D−σ2

σ2 −C0(RS
0 −1),

C = −2Da2

σ2S 0 （9）

hσ(x)对 求导后，根据式（9）有

h′σ(x) =
A
x
− B

S 0− x
− 1

a+S 0− x
+

C(
S 0− x

)2 =

f (x)

x
(
S 0− x

)2 (
a+S 0− x

) （10）

hσ(x) f (x)由式（10）可知， 的单调性只与 有关，因此

只需研究如下函数即可：

f (x)=
(
1−2(β−D)

σ2

)
x3+

(
2a+3S 0

) (
2β−2D−σ2

)
−2Da

σ2 x2+

3σ2S 0+4Da−2
(
a+3S 0

)
(β−D)

σ2/
(
a+S 0) x+

2S 0 (β−D)
(
a+S 0

)
−2Da

(
a+S 0

)
−σ2(S 0)2

σ2/
(
a+S 0)

（11）

f (x)考虑到 的各项系数比较复杂，于是把式（11）简
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化为方程

Ex3+Fx2+Gx+H = 0 （12）

E , 0限于篇幅，仅讨论 时的情况，结合卡丹公式

进行分析。

x = y− F
3E

首 先 ， 把 式 （ 12） 两 边 同 除 以 E， 并 设

，则式（12）可化为如下形式：

y3+ py+q = 0 （13）

式中，

p =
3EG−F2

3E2 ,

q =
27E2H−9EFG+2F3

27E3

再利用公式解出式（13）得到

y1 =
3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+

( p
3

)3
+

3

√
−q

2
−

√(q
2

)2
+

( p
3

)3

y2 = ω
3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+

( p
3

)3
+ω2

3

√
−q

2
−

√(q
2

)2
+

( p
3

)3

y3 = ω
2

3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+

( p
3

)3
+ω

3

√
−q

2
−

√(q
2

)2
+

( p
3

)3

ω =
−1+

√
3i

2
式中， 。则原方程的 3个根为

x1 = y1−
F

3E
, x2 = y2−

F
3E
, x3 = y3−

F
3E

∆ =

(q
2

)2
+

( p
3

)3

hσ(x)
(
0, S 0

)最 后 ， 利 用 根 的 判 别 式 ， 讨 论

的单调性。根据式（12）在定义域 内根

的个数情况如表 1所示。表 1中向上的箭头代表

函数单调递增，向下的箭头代表函数单调递减。

4    数值模拟分析

S 0 = 15 000, a = 1.636,

β = 2.911, D = 1

Vowlgarelis等 [14]基于实际数据对一类恒化器

模型进行了分析，考虑了模型的一些局部特征。

本文将采用文献[14]中的数据：

，重点分析随机噪声对模型动力学

行为的影响。

RS
0 > 1

σ2 <
2βS 0(a+S 0)−2D(a+S 0)2(

S 0)2 =

hσ(x)

σ2 ∈ (0,3.833 2)

考虑到本文主要讨论在微生物存活概率大于

0的情况下，即当 时平稳分布函数的表达式

及 其 形 态 ， 此 时

3.822 2，故结合式（9）利用 Matlab软件作出 在

的图形，如图 1所示。

x ∈ (14 999.999,15000) 0.1×10−6

σ2

hσ(x)

hσ(x)

PS
σ(x) x ∈

(14 999.999,

为了更清楚地观察图 1在尾部的增减情况，

于是选取 且步长为 ，

得到图 2.。综合以上两个图形可以得出：当 趋

于 0时，随着 x 的增大， 也在不断增大，当

x 趋于 15  000时， 突然减小。对应的函数

如图 3所示，把图 3的尾部图像截取

15 000）得到图 4。
RS

0 > 1由图 3和图 4可以得到，函数在满足 的

PS
σ(x)

σ2 = 0.2 < 3.822 2

PS
σ(x)

情况下， 总是先单调递增然后再递减的。考

虑到式（12）在定义域内根的个数情况，针对此组

数据任意选取 时，讨论概率密

度函数 的增减性。由式（11）和式（12）可以

得到

E =−18.110 0, F = 8.149 9×105,

G =−1.222 6×1010, H = 6.113 1×1013

∆ = 4.288 3×1016 > 0此时， ，方程有 1个实根和

 

400

300

200

100

0
4

2
σ2

h
σ(
x
)

x
0

5 000

10 000

15 000

 
hσ(x)图 1    函数 的整体图

hσ(x)Fig. 1    Overall diagram of 

 

hσ(x)表 1   的单调性分析

hσ(x)Tab.1    The monotonic analysis of 
 

hσ(x)的单调性 无正实根 1个正实根 2个不同的正实根 3个不同的正实根

∆ > 0方程有 1个实根和 2个复根
(
0,S 0

)
↑ (0, x1) ↑

(
x1,S 0

)
↓ − −

∆ = 0方程有 3个实根（至少有 1个重根）
(
0,S 0

)
↑ (0, x1) ↑

(
x1,S 0

)
↓ (0, x1) ↑(x1, x2) ↓

(
x2,S 0

)
↓ −

∆ < 0方程有 3个不相等的实根
(
0,S 0

)
↑ (0, x1) ↑

(
x1,S 0

)
↓ (0, x1) ↑(x1, x2) ↓

(
x2,S 0

)
↓ (0, x1) ↑(x1, x2) ↓(x2, x3) ↑

(
x3,S 0

)
↓
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∆ > 0

PS
σ(x)

2个复根，其中实数根大于零，故满足上述分析中

，有 1个正实根的情况。接下来，利用数学

软件作出概率密度函数 的图像如图 5所示，

x ∈ (14 999.999,15 000)其中图 5的尾部图像截取 得

到图 6。

PS
σ(x)

RS
0 > 1 PS

σ(x)

结合上图及理论分析可知，随着环境噪声的

增大，概率密度函数 在定义域内单调递增再

递减。考虑到微生物存活概率大于 0的情况下，

本文所讨论的数据显示，在环境噪声满足条件

的情况下，概率密度函数 随着初始种群

密度的不断增大而增大，然后再减小，最终趋于

最小值。

5    结　论

基于恒化器模型的研究现状，研究了一类具

有参数扰动的恒化器模型。首先，通过 Fokker-

Planck方程求出平稳分布函数的概率密度表达

式；其次，定义了微生物培养过程中的基本再生
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数 ，根据文献中的结论，研究当微生物存活概

率大于 0时的情况（即 时），以环境噪声参

数；得出随着微生物种群密度的增大，噪声可显

著改变系统动力学行为的结论。数值模拟结果较

好地验证了所得理论结果。
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