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具左右分数阶导数的时滞微分方程
的正解存在性及迭代求解法

魏春艳，    刘锡平
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：研究了带有左右 Riemann-Liouville 分数阶导数的非线性时滞泛函微分方程积分边值问题。

运用上下解方法，得到了边值问题正解的存在性和唯一性的新结论，给出了求边值问题近似解的

迭代方法，并对近似解进行了误差估计。最后给出了具体实例用于说明本文所得结论与方法具有

广泛的适用性。
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Existence and iteration for the delay differential equations
involving left and right fractional derivatives

WEI Chunyan，      LIU Xiping
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: The  integral  boundary  value  problems  of  nonlinear  delay  functional  differential  equations
with left and right Riemann-Liouville fractional derivatives were studied by using the method of lower
and upper solutions. Some new results on the existence and uniqueness of solutions were established by
using the method of upper and lower solutions,  iteration method for solving differential  equations and
the  error  estimations  were  presented.  Finally,  an  example  was  given  out  to  illustrate  the  wide
applicability of the results and methods.
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1    问题的提出

近年来，分数阶微分方程受到了人们的广泛

关注[1-12]，在化学工程、粘弹力学以及人口动态等

问题中得到了广泛应用[13-15]。上下解方法是分数阶

微分方程理论研究的重要手段，很多文献运用上
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下解方法研究微分方程边值问题解的存在性 [6-12]。

在有些情况下，粒子在一些特殊介质中的运动不

仅依赖于它当时的状态，还依赖于其过去的状

态，比如，在大孔隙率或高流速的情况下，还要

考虑到流动惯性的影响[16-18]。而带时滞的分数阶微

分方程能够很好地刻画这类物理现象，但用迭代

法研究带左右侧 Riemann-Liouville分数阶导数的

时滞微分方程积分边值问题，并对其近似解进行

误差估计的文献相对较少[9-12]。

本文研究带有左右分数阶导数的非线性时滞

泛函微分方程积分边值问题



0+Dαt (tD
β
1−u(t)) = f (t,u(t),u(t−τ),u(t+σ)),

t ∈ (0,1)

u(t) = ϕ0(t), t ∈ [−τ,0]

u(t) = ϕ1(t), t ∈ [1,1+σ]

tD
β
1−u(0) = 0

tD
β
1−u(1)=−

w 1

0
g(t,u(t),u(t−τ),u(t+σ))dt

（1）

0+Dαt u(t) =
1

Γ(2−α)
d2

dt2

w t

0

u(s)
(t− s)α−1 ds, 1 < α < 2

tD
β
1−u(t) =

1
Γ(2−β)

d2

dt2

w 1

t

u(s)
(s− t)β−1 ds, 1 < β < 2

0+Dαt , tD
β
1−

τ,σ⩾0 ϕ0 ∈C([−τ,0],R+) ϕ1 ∈C

([1,1+σ],R+) ϕ1(1) = 0 f ∈C([0,1]×R3
+,R+)

g ∈C([0,1]×R3
+,R+) R+ =[0,+∞)

其中， 分别为左，右侧 Riemann-Liouville
分数阶导数。常数 。 ，

， 且 。 ，

， 。运用上下解方法

得到了边值问题（1）正解的存在性和唯一性定理，

给出了求解边值问题近似解的迭代方法，并进行

了误差估计。

2    预备知识

y ∈C([0,1],R)引理 1　对任意给定的 ，边值问题



0+Dαt (tD
β
1−u(t)) = y(t), t ∈ (0,1)

u(t) = ϕ0(t), t ∈ [−τ,0]

u(t) = ϕ1(t), t ∈ [1,1+σ]

tD
β
1−u(0) = 0

tD
β
1−u(1) = −a

（2）

存在唯一解

u(t) =



ϕ0(t), t ∈ [−τ,0]w 1

0
Gβ(t, s)v(s)ds+ϕ0(0)(1− t)β−1,

t ∈ (0,1)

ϕ1(t), t ∈ [1,1+σ]

（3）

其中，

v(s) =
w 1

0
Gα(s,r)y(r)dr+asα−1 （4）

Gβ(t, s)=
1
Γ(β)

(s(1− t))β−1, 0⩽ s⩽ t ⩽ 1

(s(1−t))β−1−(s−t)β−1, 0⩽ t⩽ s⩽1
（5）

Gα(s,r)=
1
Γ(α)

(s(1−r))α−1−(s−r)α−1, 0⩽r⩽ s⩽1

(s(1− r))α−1, 0⩽ s ⩽r⩽1
（6）

t ∈ (0,1) 0+Dαt (tD
β
1−u(t)) = y(t)证明　当 时，根据 ，

tD
β
1−u(t) =

1
Γ(α)

w t

0
(t− s)α−1y(s)ds+ c0tα−1+ c1tα−2

tD
β
1−u(0) = 0 tD

β
1−u(1) = −a根据边界条件 ， ，可得

c0 = −a− 1
Γ(α)

w 1

0
(1− s)α−1y(s)ds, c1 = 0

t ∈ (0,1)因此，当 时，

tD
β
1−u(t) =

1
Γ(α)

w t

0
(t− s)α−1y(s)ds+(

−a− 1
Γ(α)

w 1

0
(1− s)α−1y(s)ds

)
tα−1 =

− 1
Γ(α)

w t

0
((t(1− s))α−1− (t− s)α−1)y(s)ds−

1
Γ(α)

w 1

t
(t(1− s))α−1y(s)ds−atα−1 =

−
w 1

0
Gα(t, s)y(s)ds−atα−1

v(t) = −tD
β
1−u(t) =

w 1

0
Gα(t, s)y(s)ds+atα−1令 ，则

u(t)=− 1
Γ(β)

w 1

t
(s− t)β−1v(s)ds+d0(1− t)β−1+d1(1− t)β−2

u(1) = 0 u(0) = ϕ0(0)根据边界条件 ， ，可得

d0 = ϕ0(0)+
1
Γ(β)

w 1

0
sβ−1v(s)ds, d1 = 0

t ∈ (0,1)于是，当 时，
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u(t) = − 1
Γ(β)

w 1

t
(s− t)β−1v(s)ds+ (1− t)β−1

[
ϕ0(0)+

1
Γ(β)

w 1

0
sβ−1v(s)ds

]
=

− 1
Γ(β)

w 1

t
(s− t)β−1v(s)ds+

1
Γ(β)

w 1

0
(s(1− t))β−1v(s)ds+ϕ0(0)(1− t)β−1 =

1
Γ(β)

(w t

0
(s(1− t))β−1v(s)ds+

w 1

t
((s(1− t))β−1− (s− t)β−1)v(s)ds

)
+ϕ0(0)(1− t)β−1 =

w 1

0
Gβ(t, s)v(s)ds+ϕ0(0)(1− t)β−1

v(s) Gβ (t, s)其中， 和 由式（4）和式（5）定义。

t ∈ [−τ,0] u(t) = ϕ0(t) t ∈ [1,1+σ]

u(t) = ϕ1(t)

已知当 时， ；当

时， 。故

u(t) =


ϕ0(t), t ∈ [−τ,0]w 1

0
Gβ(t, s)v(s)ds+ϕ0(0)(1− t)β−1, t ∈ [0,1]

ϕ1(t), t ∈ [1,1+σ]

u = u(t)容易证明，若 满足式（3），则它满足边

值问题（2）。
证毕。

由引理 1容易得到下面的引理 2。
引理 2　边值问题（1）等价于积分方程

u(t) =


ϕ0(t), t ∈ [−τ,0]w 1

0
Gβ(t,s)vu(s)ds+ϕ0(0)(1−t)β−1, t∈(0,1)

ϕ1(t), t ∈ [1,1+σ]

（7）

其中，

vu(s) =
w 1

0
Gα(s,r) f (r,u(r),u(r−τ),u(r+σ))dr+

sα−1
w 1

0
g(r,u(r),u(r−τ),u(r+σ))dr （8）

Gβ (t, s) Gα(s,r)且 和 分别由式（5）和式（6）定义。

Gβ(t, s) Gα(s,r) t, s,r ∈

[0,1] 0 ⩽Gβ(t, s) ⩽
1
Γ(β)

0 ⩽Gα(s,r) ⩽
1
Γ(α)

引理 3　由式（5）和式（6）分别定义的函数

和 是 连 续 的 ， 且 对 任 意 的

，满足 ， 。

3    主要结论

E =C[−τ,1+σ] ||u||E = max
−τ⩽t⩽1+σ

|u(t)|
(E, || · ||E)

记 ，定义范数 ，

则 是 Banach空间。令

P = {u : u ∈ E, u(t) ⩾ 0, t ∈ [−τ,1+σ]}

P E x,y ∈ E

x ⪯ y y− x ∈ P, t ∈ [−τ,1+σ]

(E, ⪯)

显然， 是 上的正规锥。对任意的 ，记

当 且 仅 当 ， 于 是 ，

为半序 Banach空间。

x ∈ E定义 1　如果 满足



0+Dαt (tD
β
1− x(t)) ⩽ f (t, x(t), x(t−τ), x(t+σ)),

t ∈ (0,1)
x(t) = ϕ0(t), t ∈ [−τ,0]
x(t) = ϕ1(t), t ∈ [1,1+σ]

tD
β
1− x(0) = 0

tD
β
1− x(1) ⩾ −

r 1
0 g(t, x(t), x(t−τ), x(t+σ))dt

（9）

x = x(t)则称 是边值问题（1）的下解。

y ∈ E如果 满足

0+Dαt (tD
β
1−y(t)) ⩾ f (t,y(t),y(t−τ),

y(t+σ)), t ∈ (0,1)
y(t) = ϕ0(t), t ∈ [−τ,0]
y(t) = ϕ1(t), t ∈ [1,1+σ]

tD
β
1−y(0) = 0

tD
β
1−y(1) ⩽ −

r 1
0 g(t,y(t),y(t−τ),y(t+σ))dt

（10）

y = y(t)则称 是边值问题（1）的上解。

现研究边值问题（1）正解的存在性。先作如下

假设:
f ,g ∈C([0,1]×R3

+,R+)

0 ⩽ x1 ⩽ x2 0 ⩽ y1 ⩽ y2 0 ⩽ z1 ⩽ z2

t ∈ [0,1] f (t, x1,y1,z1)⩽ f (t, x2,y2,z2) g(t, x1,y1,z1) ⩽

g(t, x2,y2,z2)

（ H1）   令 ， 对 任 意 的

， ， ，及对任意的

，有 ，

。

f ,g ∈C([0,1]×R3
+, R+)

ai,bi,ci ∈ L1([0,1], R+) t ∈ [0,1]

xi,yi,zi ∈ R+, i = 1,2,

（H2） 令 ，存在非负函数

， 使 得 对 任 意 的 及

 有
| f (t, x1,y1,z1)− f (t, x2,y2,z2)| ⩽

a1(t)|x1− x2|+b1(t)|y1− y2|+ c1(t)|z1− z2|

|g(t, x1,y1,z1)−g(t, x2,y2,z2)| ⩽
a2(t)|x1− x2|+b2(t)|y1− y2|+ c2(t)|z1− z2|

为方便起见，记常数

λ =
1

Γ(α)Γ(β)

w 1

0
(a1(s)+b1(s)+ c1(s)+

Γ(α)a2(s)+Γ(α)b2(s)+Γ(α)c2(s))ds （11）

x0 ∈ P y0 ∈ P x0 ⪯ y0

[x0,y0] := {x ∈ P|x0 ⪯ x ⪯ y0}
x∗ y∗

定理 1　假设（H1）成立，边值问题（1）存在非

负下解 和非负上解 ，且满足 ，

则边值问题（1）在 上存在

最小正解 和最大正解 。
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T : [x0,y0]→ P证明　定义映射 ，如下：

Tu(t)=


ϕ0(t), t ∈ [−τ,0]w 1

0
Gβ(t,s)vu(s)ds+ϕ0(0)(1−t)β−1, t∈(0,1)

ϕ1(t), t ∈ [1,1+σ]

（12）

vu(s) T其中， 由式（8）定义。容易证明， 是连续

算子。

Ta. 证明 是增算子。

u1 ⪯ u2 u1,u2 ∈ [x0,y0]

t ∈ [−τ,1+σ] Tu2(t)−Tu1(t) ⩾ 0 Tu1 ⪯ Tu2

T

设 且 。根据条件 （H1），

当 时， ，即 ，

为增算子。

T [x0,y0] x0 ⪯ T x0

Ty0 ⪯ y0

b. 证明 是 上的自映射，并且 ，

。

x0 ∈ P已知 是边值问题（1）的下解，由引理 1
可得边值问题

0+Dαt (tD
β
1− x1(t))= f (t, x0(t), x0(t−τ), x0(t+σ)),

t∈ (0,1)

x1(t) = ϕ0(t), t ∈ [−τ,0],

x1(t) = ϕ1(t), t ∈ [1,1+σ]

tD
β
1− x1(0) = 0

tD
β
1− x1(1)=−

w 1

0
g(t, x0(t), x0(t−τ), x0(t+σ))dt

（13）

x1 = x1(t)存在唯一解 ，又由式（12），满足

x1 = T x0 （14）

x0 ∈ P又因为 是边值问题（1）的下解，根据定

义 1，有

0+Dαt (tD
β
1− x0(t))⩽ f (t, x0(t), x0(t−τ), x0(t+σ)),

t∈ (0,1)

x0(t) = ϕ0(t), t ∈ [−τ,0]

x0(t) = ϕ1(t), t ∈ [1,1+σ]

tD
β
1− x0(0) = 0

tD
β
1− x0(1)⩾−

w 1

0
g(t, x0(t), x0(t−τ), x0(t+σ))dt

（15）

由式（13）和式（15），有

0+Dαt (tD
β
1− (x1(t)− x0(t)))⩾0, t ∈ (0,1)

x1(t)− x0(t) = 0, t ∈ [−τ,0],

x1(t)− x0(t) = 0, t ∈ [1,1+σ]

tD
β
1− (x1(0)− x0(0)) = 0

tD
β
1− (x1(1)− x0(1)) ⩽ 0

（16）

u0(t) = x1(t)− x0(t)令 ，则

0+Dαt (tD
β
1−u0(t)) :=h(t)⩾0, t ∈ (0,1)

u0(t) = 0, t∈ [−τ,0]

u0(t) = 0, t ∈ [1,1+σ]

tD
β
1−u0(0) = 0

tD
β
1−u0(1) := −a ⩽ 0

（17）

t ∈ [−τ,1+σ] u0(t) ⩾ 0根据引理 1，当 时， ，即

x1(t)− x0(t) ⩾ 0, t ∈ [−τ,1+σ] （18）

x0 ⪯ x1 = T x0

x1 Ty0 =

y1 ⪯ y0 y1

故 。由条件 （H1）和定义 1容易证

明 是边值问题（ 1）的下解。类似可证，

，并且 是边值问题（1）的上解。

T T [x0,y0]

[x0,y0]

T [x0,y0]

由于 是增算子，所以， 是 上的自映

射，并且由引理 2，边值问题（1）在 上有解

等价于 在 上有不动点。

T ([x0,y0]) Pc. 证明 是 中的相对列紧集。

[x0,y0] P

u ∈
[x0,y0] L ⩾ 0 ||u|| ⩽ L f g

t ∈ [0,1] m0, m1,M0,M1 ⩾ 0

设 是 上的有界集，由于 P为正规锥，

所以，序区间为有界集。因此，对任意的

，存在 ，使得 ，由 ， 的连续性

可知 , 对任意的 ，存在 ，

使得

m0 ⩽ | f (t,u(t),u(t−τ),u(t+σ))| ⩽ M0

m1 ⩽ |g(t,u(t),u(t−τ),u(t+σ))| ⩽ M1

m0

Γ(α)
⩽ |vu(s)| ⩽ M0

Γ(α)
+M1

由式（9）可得

Tu(t) ⩽
M0+Γ(β)M1

Γ(α)Γ(β)
+ϕ0(0)

T ([x0,y0])即 是一致有界的。

Gβ
t)β

[0,1] ε > 0

0 < δ1 < 1 t1, t2, s ∈ [0,1] |t2− t1|<δ1

因为， (t, s)在 [0,1]×[0,1]上连续，所以，在

[0,1]×[0,1]上一致连续，又函数 (1− 在 [0,1]上连续，

所以，在 上一致连续，因此，对任意的 ，

存在 ，当 ， 时，有

|Gβ(t2, s)−Gβ(t1, s)|< Γ(α)ε
4(M0+Γ(α)M1)

|(1− t2)β−1− (1− t1)β−1|< ε

4ϕ0(0)+1

|Tu(t2)−Tu(t1)| ⩽
w 1

0
|Gβ(t2, s)−Gβ(t1, s)|vu(s)ds+

ϕ0(0)|(1− t2)β−1− (1− t1)β−1| < ε
4
+
ε

4
=
ε

2

ϕ0(t) ϕ0(t)因为， 在 [− τ,0]上连续，所以， 在 [− τ ,
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0 < δ2 < τ t1, t2 ∈[−τ,0], |t2−
t1|<δ2 |Tu(t2)−Tu(t1)|=|ϕ0(t2)−ϕ0(t1)|<ε

2

0]上一致连续，存在 ，当

时，有 。

ϕ1(t) [1,1+δ] ϕ1(t)

[1,1+δ] 0 < δ3 < σ

t1, t2 ∈ [1,1+δ] |t2− t1|<δ3

因为， 在 上连续，所以， 在

上 一 致 连 续 ， 存 在 ， 使 得 当

， 时，有

|Tu(t2)−Tu(t1)| = |ϕ1(t2)−ϕ1(t1)| <ε
2

t1 ∈ [−τ,0] t2 ∈ [0,1] |t2− t1| <
min {δ1, δ2}

当 ， 时 ， 如 果

，有

|Tu(t2)−Tu(t1)| = |Tu(t2)−Tu(0)+Tu(0)−Tu(t1)| ⩽

|Tu(t2)−Tu(0)|+ |Tu(0)−Tu(t1)| < ε
2
+
ε

2
= ε

t1 ∈ [0,1] t2 ∈ [1,1+σ] |t2− t1| <
min {δ1, δ3} |Tu(t2)−Tu(t1)| < ε

当 ， 时 ， 如 果

，同理，有 。

ε > 0 t1, t2 ∈ [0,1]

δ =min {δ1, δ2, δ3} |t2− t1|<δ |Tu(t2)−
Tu(t1)| ⩽ ε T T ([x0,y0])

E

综上所述，对任意的 ， ，存在

，使得当  时，有

，故算子 是等度连续的。因此，

是 中的相对列紧集。

x0 y0

xn(t) = (T xn−1)(t) yn(t) = (Tyn−1)(t) n = 1,2,3, · · · ,
{xn} {yn}

分别以 和 为初始元素，由式（14），不妨设

， ，  可
得迭代序列 和 ，且满足

0 ⩽ x0(t) ⩽ x1(t) ⩽ · · · ⩽ xn(t) ⩽ · · · ⩽

yn(t) ⩽ · · · ⩽ y1(t) ⩽ y0(t), t ∈ [−τ,1+σ]

x∗ y∗ {xn} {yn}设 和 分别是序列 和 的极限，即

lim
n→∞

xn(t) = x∗(t) = (T x∗)(t)

lim
n→∞

yn(t) = y∗(t) = (Ty∗)(t)

x∗ y∗所以， 和 是边值问题（1）的正解。

x∗ y∗ [x0,y0] ⊂现证明 和 分别是边值问题（1）在

P上的最小正解和最大正解。

w ∈ [x0,y0] T x0 ⪯ w ⪯ y0

T x1 = T x0 ⪯
Tw = w ⪯ Ty0 = y1

设 是 的不动点，由于 。

因 为 ， 是 单 调 增 算 子 ， 所 以 ， 有

。两边重复作用 T，使得

x0(t) ⩽ x1(t) ⩽ · · · ⩽ xn(t) ⩽ · · · ⩽

w(t) ⩽ · · · ⩽ yn(t) ⩽ · · · ⩽ y1(t) ⩽ y0(t), t ∈ [−τ,1+σ]

x0(t) ⩽ x∗(t) ⩽ w(t) ⩽ y∗(t) ⩽ y0(t), t ∈ [−τ,1+σ]

x∗ y∗ [x0,y0] ⊂ P

因此， 。

即 和 分别是边值问题（1）在 上的最小

正解和最大正解。

证毕。

0 < λ < 1

u∗

u0 ∈ P

定理 2　假设（H2）成立，且常数 ，则

边值问题（1）存在唯一正解 ，且对任意的初始函

数 ，按迭代格式

un(t) = Tun−1(t) =

ϕ0(t), t ∈ [−τ,0]w 1

0
Gβ(t, s)vun−1 (s)ds+ϕ0(0)(1− t)β−1,

t ∈ (0,1)

ϕ1(t), t ∈ [1,1+σ]

（19）

{un} [−τ,1+σ] u∗产生的序列 在 上一致收敛到 ，且有

先验误差估计

||un−u∗|| ⩽ λ
n

1−λ ||u1−u0||

及后验误差估计

||un−u∗|| ⩽ λ

1−λ ||un−un−1||,

vun−1 (s) λ其中， 和常数 分别由式 （ 8）和式 （ 11）
定义。

T (P) ⊂ P t ∈ [−τ,1+σ]证明　容易证明 ，当 时，有

|un+1(t)−un(t)| = |Tun(t)−Tun−1(t)| ⩽∣∣∣∣∣w 1

0
Gβ(t, s)vun (s)ds−

w 1

0
Gβ(t, s)vun−1 (s)ds

∣∣∣∣∣ ⩽
1

Γ(α)Γ(β)

w 1

0
| f (r,un(r),un(r−τ),un(r+σ))− f (r,un−1(r),un−1(r−τ),un−1(r+σ))|dr+

1
Γ(β)

w 1

0
|g(r,un(r),un(r−τ),un(r+σ))−g(r,un−1(r),un−1(r−τ),un−1(r+σ))|dr ⩽

1
Γ(α)Γ(β)

w 1

0
(a1(r)+b1(r)+ c1(r))dr||un−un−1||+

1
Γ(β)

w 1

0
(a2(r)+b2(r)+ c2(r))dr||un−un−1|| ⩽

1
Γ(α)Γ(β)

w 1

0
(a1(s)+b1(s)+ c1(s)+Γ(α)a2(s)+Γ(α)b2(s)+Γ(α)c2(s))ds||un−un−1|| ⩽

λ||un−un−1||

||un+1−un|| ⩽ λ||un−un−1|| ⩽ · · · ⩽ λn||u1−u0||因此， 。 m >n当 时，
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||un−um|| ⩽ ||un−un+1||+||un+1−un+2||+ · · ·+

||um−1−um||⩽ λn||u1−u0||+λn+1||u1−u0||+· · ·+

λm−1||u1−u0||⩽
λn

1−λ ||u1−u0|| （20）

n→ +∞ ||un−um|| → 0

{un} lim
n→∞

un = u∗,

lim
n→∞

un+1 = u∗ un = Tun+1

当 时，有 ，所以，迭代序

列 收敛。设  则由 T的连续性，有

而 ，所以，

||u∗−Tu∗|| ⩽ ||u∗−un||+ ||un−Tu∗|| ⩽

||u∗−un||+λ||un−1−Tu∗||

||u∗−Tu∗|| = 0 Tu∗=u∗ u∗ ∈ P因此， ，即   ， 是边值问

题（1）的正解。

u∗ z∗ Tu∗=u∗ Tz∗=z∗

||z∗−u∗|| = ||Tz∗−Tu∗|| ⩽ λ||z∗−u∗|| 0 < λ < 1

z∗ = u∗ u∗

若存在 和 分别满足 ， ，则

， 由 于 ，

所以， ，故边值问题（1）存在唯一正解 。

m→ +∞根据式（20），当 时，有先验误差估计

公式

||un−u∗|| ⩽ λ
n

1−λ ||u1−u0|| （21）

n = 1, u0 = z0, u1 = z1, ||z1−u∗|| ⩽
λ

1−λ ||z1− z0|| z0 = un−1,z1 = Tz0 = Tun−1 = un

令式（ 21）中      有

。再令 ，故

有后验误差估计

||un−u∗|| ⩽ λ

1−λ ||un−un−1|| （22）

证毕。

4    应　用

为了说明定理 2具有广泛的适用性，现给出

一个应用实例，并对其进行数据模拟。

例 1　考虑带有左右分数阶导数的时滞微分方

程积分边值问题



0+D
3
2
t (tD

3
2
1−u(t)) = f (t,u(t),u(t−1),u(t+1)),

t ∈ (0,1)

u(t) = 1+ t, t ∈ [−1,0]

u(t) = t−1, t ∈ [1,2]

tD
3
2
1−u(0) = 0,

tD
3
2
1−u(1)=−

w 1

0
g(t,u(t),u(t−1),u(t+1))dt

（23）

α = β =
3
2
τ = σ = 1 ϕ1(1)=0其中， ， ，且 。

f (t, x,y,z) = 0.2(t
√

1− tx+ (1− t)(y+ z))

g(t, x,y,z) = 0.2
√

t(x+ y+ z)

a1(t) = 0.2t
√

1− t b1(t) = c1(t) = 0.2(1−

t) a2(t) = b2(t) = c2(t) = 0.2
√

t λ =
60
√
π+76

75π
< 1

u∗

u0 ∈ P un

经过计算， ，

， ， ，

边值问题（22）满足定理 2的所有条件。于是，边

值问题（22）存在唯一正解 ，且对任意的初始函数

，根据迭代格式（19）可得近似解 ，有先验

误差估计公式

||un−u∗|| ⩽ (60
√
π+76)n

(75π−60
√
π−76)(75π)n−1 ||u1−u0||

||un−u∗||⩽
60
√
π+76

75π−65
√
π−76

||un−un−1||及后验误差估计公式

现取

u0(t) =


1+ t, t ∈ [−1,0]
√

1− t, t ∈ (0,1)

t−1, t ∈ [1,2]

由迭代格式（19）可得

u1(t) =



1+ t, t ∈ [−1,0]

√
1− t+

t
√

1− t(2 144+3 360
√
π+525π

3
2 −952t−1 540t2+840t3)

42 000π
+

t2(192+224
√
π+35π

3
2 −140t2+56t3)(2 ln(1+

√
1− t)− ln t)

5 600π
, t ∈ (0,1)

t−1, t ∈ [1,2]

u1近似解 的先验误差估计

||u1−u∗||⩽
60
√
π+76

75π−65
√
π−76

||u1−u0|| ≈ 0.184 54

和后验误差估计

||u1−u∗|| ⩽ 60
√
π+75

75π−65
√
π−76

||u1−u0|| ≈ 0.184 54

u1　　迭代过程及近似解 如图 1所示。
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(b) 近似解 u1 
u1图 1    迭代过程及近似解

u1Fig.1    Interation and approximate solution 
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