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摘要：设 A 是 Poisson 代数，M 是 A 上的左 Poisson 模，则在 A 通过 M 的平凡扩张代数 上存

在 Poisson 结构。当 M 取成 A 本身或其线性对偶 时，则平凡扩张代数 和 都是

Frobenius Poisson 代数。计算了这两类 Frobenius Poisson 代数的模导子，这个结果可视作有限维

代数的平凡扩张的 Nakayama 自同构在 Poisson 代数中对应的结论。
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Abstract: Let    be  a  Poisson  algebra,    be  a  left  Poisson  module  over  .  Then,  there  is  a  Poisson
algebra structure on the trivial extension algebra   of   by  .  Assuming that    is    itself or the
linear dual  of  , then both   and   are Frobenius Poisson algebras. The modular derivation for
these two classes of the trivial extension of Poisson algebras was calculated. These results can be viewed
as  the  corresponding  conclusions  on  the  Nakayama  automorphism  of  the  trivial  extension  of  finite
dimensional algebras.
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Poisson结构自然地出现在数学和物理的很多

研究领域，如量子力学、辛几何、非交换代数几

何及量子群等。对光滑 Poisson代数而言，模导子

是一个重要的不变量，其建立起 Poisson上同调群

和同调群之间的 Poincare对偶 [1]。文献 [2]中定义

了 Frobenius Poisson代数的模导子，在其 Poisson

上同调群和同调群建立了类似光滑 Poisson代数的

Poincare对偶。在正则代数的研究中，Nakayama

自同构是一个重要的不变量。文献 [3]利用Kontsevich

的形变量子化，给出了光滑 Poisson的两种形变对

应的模导子和 Nakayama自同构的关系。结合代数

的平凡扩张是代数中常见的构造，在环论及表示

论中发挥重要作用 [4-7]。由文献 [8]可知 Poisson代

数通过 Poisson模的平凡扩张仍具有 Poisson代数

结构。本文研究两类 Poisson代数平凡扩张的模导

子，这个结果可视作结合代数的两类平凡扩张的
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Nakayama自同构在 Poisson代数范畴的对应的

形式。

k在本文中， 总是一个域，所有代数和模都是

在这个基域上的。如不加说明，张量积也是在基

域上的张量积。

1    已有结论及相关准备

1.1    Poisson 代数

A k

k (x,y) 7→ {x,y}
定义 1[1]　设 是域 上的交换代数，若在 A还

有一个 线性运算 使得：

(A, {−,−}) ka.  是域 上的李代数；

x,y,z ∈ A {xy,z} = x {y,z}+ y {x,z}
{−,−}
(A, {−,−})

b. 这个二元运算满足 Leibniz法则，即对任意

的 ，都有 ，则称 A是

Poisson代数，其中， 称为 Poisson括号，常

将 Poisson代数 A记作 。

现给出 2个 Poisson代数的例子。

A = k
[
x,y
]

例 1　设 ，定义 Poisson括号为

{ f ,g} = ∂ f
∂x
∂g
∂y
− ∂g
∂x
∂ f
∂y

(A, {−,−})则 是一个 Poisson代数。

n ⩾ 2 A = k [x1, · · · , xn]

n λ =
(
λi j
) {

xi, x j
}
= λi jxix j,

1 ⩽ i < j ⩽ n, A

Pλn (k)

例 2　设正整数 ，设 ，任

意 阶反对称矩阵 。定义

 则 是一个 Poisson代数，常称之为

Poisson量子空间，记作 。

1.2    Poisson 模

现介绍 Poisson代数上的 Poisson模及其性质。

(A, {−,−})
A M A

{−,−}M : M×A→ M

定义 2[9]　设 是一个 Poisson代数。右

模 被称作 Poisson代数 上的右 Poisson模，如

果存在一个双线性映射 满足如

下条件：

(M, {−,−}M) (A, {−,−})a.  是李代数 上的右李模；

a,b ∈ A, x ∈ M {xa,b}M =
{x,b}Ma+ x {a,b}

b.  对 任 意 的 ,  满 足

；

a,b ∈ A, x ∈ M {x,ab}M =
{x,b}Ma+ {x,a}Mb

c.  对 任 意 的 ,  满 足

。

类似地，有左 Poisson模的定义。

A

A
(M, {−,−}M)

(
N, {−,−}N

)
k f : M→ N

m ∈ M, a ∈ A

给定 Poisson代数 ，在其上有自然的右 (或者

左 )Poisson模结构。给定 上的 2个右 Poisson模

和 ， −线性映射 称

作 一 个 Poisson模 同 态 ， 如 果 满 足 对 任 意 的

，有

f (m ·a) = f (m) ·a, f ({m,a}M) = { f (m) ,a}N

(M, {−,−}M) A

M∗ : = Homk (M,k)

命题 1[10]　假设 是 Poisson代数 上

的 右 Poisson模 。 通 过 以 下 作 用 可 以 定 义 在

上的左 Poisson模结构：

a ·α : M→ k, (a ·α) (m) := α (m ·a)

{a,α}M∗ : M→ k, {a,α}M∗ (m) := α ({m,a}M)

a ∈ A, α ∈ M∗, m ∈ M其中， 。

M M∗同理，也可以由左 Poisson模 得到 上的右

Poisson模结构。 (
N, {−,−}N

)
A

M A f : M→ N

A

命题  2[10]　令 是 Poisson代数 上的

右 Poisson模， 是一个右  模。假设 是

一个右 模同构。那么，通过以下方式:

{m,a}M := f −1 ({ f (m) ,a}N
)
, ∀a ∈ A,m ∈ M

M f : M→ N使 成为一个右 Poisson模。此时， 是一

个 Poisson模同构。

1.3    Frobenius 代数及 Nakayama 自同构

k A

A A � A∗ A∗ =
Homk (A,k) σ : A→ A∗

定义 3[11]　有限维 −代数    称为 Frobenius代
数 ， 如 果 存 在 右 模 同 构 ， 其 中 ，

。称同构映射 为 Frobenius同构。

A k命题 3[10]　设 是有限维 代数，则以下等价：

Aa.  是 Frobenius代数。

⟨−,−⟩ : A×A→ k

⟨ab,c⟩ = ⟨a,bc⟩ , ∀a,b,c ∈ A

b. 存在非退化双线性对，  满
足 。

称这个双线性对为 Frobenius 对。

k Mn (k)

⟨a,b⟩ = tr (ab) tr

例 3　数域 上的全矩阵代数 是 Frobenius
代数，其 Frobenius对为 。其中， 为

矩阵的迹。

现介绍 Frobenius代数的 Nakayama自同构。

A
⟨−,−⟩ v ∈ Aut(A)

命题 4[11]　设 是 Frobenius代数，其 Frobenius
对为 ，则存在自同构 ，使

a,b ∈ A ⟨a,b⟩ = ⟨v (b) ,a⟩a. 对任意的 ，有 ；

a,b ∈ A ⟨a,b⟩ = ⟨v (a) ,v (b)⟩b. 对任意的 ，有 ；

v

v A

并且 在相差一个内自同构的意义下是唯一

的。称同构映射 是 Frobenius代数 的 Nakayama
自同构。

A
⟨−,−⟩ ∀a,b∈A ⟨a,b⟩= ⟨b,a⟩
推论 1　设 是 Frobenius代数，其 Frobenius

对为 。若 ， ，则其Nakayama
自同构为恒等映射，称这样的代数为对称 Frobenius
代数。

在例 3中，这个 Frobenius代数的 Nakayama
自同构为恒等映射。

1.4    Frobenius Poisson 代数及模导子

A

A

定义4[10]　若   既是Frobenius代数，又是Poisson
代数，称   是 Frobenius Poisson代数。
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现介绍 Frobenius Poisson代数及几个性质，证

明过程见文献 [9]。
∀a,b ∈ A, ⟨a,b⟩ = ⟨b,a⟩命题 5[10]　对  。

A∗ := Homk (A,k) A命题6[10]　 是 上的右Poisson模，

Poisson模结构为

{−,−}A∗ : A∗×A→ A∗, ( f ,a) 7→ { f ,a}A∗

{ f ,a}A∗ (b) := f ({a,b})其中， 。

A

A σ : A � A∗

A∗ A

设 是 Frobenius  Poisson代数，因此，有右

-模同构 ，则由命题 2可知，命题 6中的

上的右 Poisson模结构给出了  上一个新的右

Poisson模结构

{x,a}D = σ−1 ({σ (x) ,a}A∗ ) , ∀x,a ∈ A(
AD,{−,−}D

)
为了区别，将这个 Poisson模记作

D现介绍符号 的含义。

A
D : A→ A a 7→ {1,a}D D

命题 7[2]　设 是 Frobenius Poisson代数，定义

映射 ,  。则映射 具有以下性质：

D D (ab) = D (a)b+aD (b) ,

a,b ∈ A

a. 映 射 是 导 子 ， 即

。

{x,a}D = {x,a}+D (a) x x,a ∈ Ab.  ，其中， 。

a,b ∈ A ⟨D (a) ,b⟩ = ⟨1, {a,b}⟩ =
−⟨D (b) ,a⟩

c.  对 所 有 的 ，

。

a,b,c ∈ A ⟨a, {b,c}⟩ = ⟨{a,b} ,c⟩+
⟨aD (b) ,c⟩

d.  对 所 有 的 ，

。

D D ({a,b}) = {D (a) ,b}+
{a,D {b}} a,b ∈ A

e. 映射  是Poisson导子，即

,  。

证明过程见文献 [2]。
D

A

定义 5[2]　命题 7中的映射  称为 Frobenius
Poisson代数   的模导子。

A = k [X1, · · · ,Xn]/
(
X2

i ,1 ⩽ i ⩽ n
)

例 4　 设 ， 其

中，Poisson括号为{
xi, x j
}
= xix j, 1 ⩽ i < j ⩽ n

xi Xi (1 ⩽ i ⩽ n)

A 2n

其中， 表示 对应的剩余类。则代数

是维数为 的线性空间，其有一组基为

{1}
∪{

xi1 · · · xik |1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ n
}

A

σ : A→A∗ σ (1) :
∑

ci1···ik xi1 · · · xik 7→ c1,2,··· ,n

D (xi) = (n+1−2i) xi, 1 ⩽ i ⩽ n

则 是 Frobenius Poisson代数。它的 Frobenius同构

为 ，其中， 。

不难得出， 。

2    代数的平凡扩张

A M A−A

A×M

命题 8[8]　设 是结合代数， 是 双模。

在线性空间直积 上定义乘积

((a,m) , (b,n)) := (ab,an+mb)

a,b ∈ A,m,n ∈ M A×M

A M A⋉M

这里 ，则 是一个代数。称之为

通过 的平凡扩张，记作 。

A M A−A

A M A⋉M

定义 6　设 是结合代数， 是 双模。如

果 通过 的平凡扩张 是 Frobenius代数，则

称这个扩张是 Frobenius平凡扩张。

A⋉M

A M

命题 9　平凡扩张代数 作为向量空间的

维数等于  作为向量空间的维数与 作为向量空间

的维数之和。

证明　由线性空间直积的维数可得。

现考虑两种常见的 Frobenius平凡扩张，求出

它们的 Nakayama自同构，见定理 1和定理 2。

A A∗ A

B = A⋉A∗
定理 1　设 是有限维代数， 是 的对偶空

间，记 ，则

Ba.  是 Frobenius代数；

Bb.  的 Nakayama自同构为恒等映射。

B证明　 上的非退化双线性型为

⟨(a, f ) , (b,g)⟩ = f (b)+g (a) , a,b ∈ A, f ,g ∈ A∗

剩下的证明由直接计算可得。

A

B = A⋉A

定理 2　设 是有限维 Frobenius代数，记

，则

Ba.  为 Frobenius代数；

B vB (a,b)= (vA (a) ,vA (b))

vA A

b.  的Nakayama自同构为 ，

其中， 是代数 的 Nakayama自同构。

A

f : A→ A∗ A

⟨a,b⟩ = f (b) (a) B

证明　a. 由于  是 Frobenius代数，则存在左

模同构 。而 上的 Frobenius对定义为

。定义 上的双线性型为

⟨(a1,b1) , (a2,b2)⟩ = f (b2) (a1)+ f (a2) (b1) =

⟨a1,b2⟩+ ⟨b1,a2⟩ , ∀a1,a2,b1,b2 ∈ A

∀a1,a2,a3,b1,b2,b3 ∈
A

易知该双线性非退化且满足对

，都有

⟨(a1,b1) (a2,b2) , (a3,b3)⟩ = ⟨(a1,b1) , (a2,b2) (a3,b3)⟩

B从而 为 Frobenius代数。

A α1,

α2, · · · ,αn

b. 现求其 Nakayama自同构。取 的一组基

，因为， Frobenius对是双线性的，所

以，有

∀a,b ∈ A, ⟨a,b⟩ = ⟨vA (b) ,a⟩ ⇔
∀αi,αk, ⟨αk,αi⟩ = ⟨vA (αi) ,αk⟩

B (α1,0) , · · · , (αn,0) , (0,α1) , · · · ,
(0,αn) ∀1 ⩽ k ⩽ n

因为，  有一组基为

，于是，对 ，有,
⟨(αk,0) , (αi,0)⟩ = 0 = ⟨(vA (αi) ,0) , (αk,0)⟩

以及
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⟨(0,αk) , (αi,0)⟩ = ⟨αi,αk⟩ =
⟨vA (αi) ,αk⟩ = ⟨(vA (αi) ,0) ,(0,αk)⟩

　　

　　　　

从而可以得到

vB (αi,0) = (vA (αi) ,0)

类似地，有

⟨(αk,0) , (0,αi)⟩ = ⟨αk,αi⟩ =
⟨vA (αi) ,αk⟩ = ⟨(0,vA (αi)) , (αk,0)⟩

⟨(0,αk) , (0,αi)⟩ = 0 = ⟨(0,vA (αi)) , (0,αk)⟩

从而可以得到

vB (0,αi) = (0,vA (αi))

进一步，便有

vB (a,b) = (vA (a) ,vA (b))

3    Poisson 代数的平凡扩张

A (M, {−,−}M)

A⋉M

引理 1[7]　设 是 Poisson代数， 是

左 Poisson模，则 上存在以下方式定义的

Poisson结构：

{(a,m) , (b,n)} = ({a,b} , {a,n}M −{b,m}M)

证明过程见文献 [7]。

A A∗ A

B = A⋉A∗
定理 3　设 是有限维 Poisson代数， 是 的

对偶空间，记 。则

Ba.  是 Frobenius Poisson代数；

Bb.  的模导子为 0。

B

B B

证明　a. 由定理 1可知， 是 Frobenius代数。

由引理 1可知， 是 Poisson代数，故 是 Frobenius
Poisson代数。

B (1,0) ∀a,b ∈ A

f ,g ∈ A∗
b.  易 知 的 单 位 元 为 。 对 ,

，有

⟨(1,0) , {(a, f ) , (b,g)}⟩ = ⟨(1,0) , ({a,b} , {a,g}A∗ −{b, f }A∗ )⟩ =
{a,g}A∗ (1)−{b, f }A∗ (1) = g {a,1}− f {b,1} = 0

x,y ∈ B ⟨DB (x) ,

y⟩ = ⟨1, {x,y}⟩ ⟨DB (a, f ) , (b,g)⟩ = 0

(b,g) DB (a, f ) = 0

B

由 命 题 7可 知 ， 对 所 有 的 ，

。 从 而 对 任 意 的

 都成立，由非退化性可知， 。于

是， 的模导子为 0。

A

B = A⋉A

定 理 4　 设 是 Frobenius  Poisson代 数 ， 记

。则有：

Ba.  是 Frobenius Poisson代数；

B DB (a,b) = (DA (a) ,0) a,b ∈ A

DA A

b.  的模导子 ， ，其

中， 是代数 的模导子。

B

B B

证明　 a. 由定理 2可知， 是 Frobenius代
数。由引理1可知， 是Poisson代数，故 是Frobenius

Poisson代数。

dim A = n

A a1,a2, · · · ,an

b1,b2, · · · ,bn

b. 现求其模导子。设 。由文献 [12]中
的 引 理 2.4， 存 在 的 两 组 基 以 及

，且满足⟨
ai,b j
⟩
= δi j

A σA : A→ A∗ ai 7→ ⟨−,ai⟩ =
b∗i b∗i

(
a j
)
= δi j A{

ai,a j
}
=

n∑
l=1

ki j
l al DA (ai) = {1,ai}D =

σA
−1 ({σA (1) ,ai}A∗ )

从而 的 Frobenius同构为 ，

，其中， 。不妨设 的 Poisson结构为

。由模导子定义，

。故设

{σA (1) ,ai}A∗ = p1b∗1+ p2b∗2+ · · ·+ pnb∗n （1）

p1, p2, · · · , pn

1 = a1 a1 {σA (1) ,ai}A∗ (a1) =

p1 {σA (1) ,ai}A∗ (a1) = b∗1

 n∑
l=1

ki1
l al

 = ki1
1

p1 = ki1
1 a2

p2 = ki2
1 p j = ki j

1

现求系数 。为方便计算，设单位

元 。将式（1）作用于 ，可得

。另一方面， ，

从而 。类似地，将式（1）作用于 ，可得

， ，从而

σA
−1 ({σA (1) ,ai}A∗ ) = σA

−1
(
ki1

1 b∗1+ ki2
1 b∗2+ · · ·+ kin

1 b∗n
)
=

ki1
1 a1+ ki2

1 a2+ · · ·+ kin
1 an

即

DA (ai) = ki1
1 a1+ ki2

1 a2+ · · ·+ kin
1 an

A a1,a2, · · · ,an b1,b2, · · · ,bn

A⋉A

因为，由 两组基 以及 ，可

知 也有两组基

(a1,0) , (a2,0) , · · · , (an,0) , (0,a1) , (0,a2) , · · · , (0,an)
以及

(b1,0) , (b2,0) , · · · , (bn,0) , (0,b1) , (0,b2) , · · · , (0,bn)

B由定理 2的证明过程可知， 上的 Frobenius
对为⟨

(ai,0) , (b j,0)
⟩
= 0,
⟨
(ai,0) ,

(
0,b j

)⟩
=

δi j,
⟨
(0,ai) , (b j,0)

⟩
= δi j,

⟨
(0,ai) ,

(
0,b j

)⟩
= 0

B从而 上的 Frobenius同构为

σB : A⋉A→(A⋉A)∗ : (ai,0) 7→
(0,bi)∗, (0,ai) 7→ (bi,0)∗ （2）

其中，

(0,bi)∗
((

a j,0
))
= δi j, (0,bi)∗

((
0,a j
))
= 0,

(bi,0)∗
((

0,a j
))
= δi j, (bi,0)∗

((
a j,0
))
= 0

(1,0) = (a1,0) σB (1,0) =

(0,b1)∗
已知单位元 ，于是，

。

由定义
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DB (ai,0) ={(1,0) , (ai,0)}D =

σ−1
B ({σB (1,0) , (ai,0)}B∗ ) （3）

设

{σB (1,0) , (ai,0)}B∗ = p1 (b1,0)∗+ p2 (b2,0)∗+

· · ·+ pn (bn,0)∗+q1 (0,b1)∗+ · · ·+qn (0,bn)∗
（4）

p1, p2, · · · , pn,,q1,q2, · · · ,qn

(a1,0)

现求系数 的值。将式

（4）作用于 ，可得

{σB (1,0) , (ai,0)}B∗ (a1,0) =
(
p1 (b1,0)∗+ p2 (b2,0)∗+ · · ·+

pn (bn,0)∗+q1 (0,b1)∗+ · · ·+qn (0,bn)∗
)
(a1,0) = q1

另一方面，

{σB (1,0) , (ai,0)}B∗ (a1,0) = σB (1,0) {(ai,0) , (a1,0)} =
(0,b1)∗ ({ai,a1} ,0) = ki1

1

　

　　　　　

q1 = ki1
1于是， 。

(a2,0) , · · · ,
(
a j,0
)
, · · · ,

(an,0)

同样地，将式（4）作用于

，可得

q j = ki j
1 , j = 1,2, · · · ,n

(0,a1)将式（4）作用于 ，可得

{σB (1,0) , (ai,0)}B∗ (0,a1) =
(
p1 (b1,0)∗+ p2 (b2,0)∗+ · · ·+

pn (bn,0)∗+q1 (0,b1)∗+ · · ·+qn (0,bn)∗
)
(0,a1) = p1

另一方面，

{σB (1,0) , (ai,0)}B∗ (0,a1) =

σB (1,0) {(ai,0) , (0,a1)} = (0,b1)∗
0, n∑

l=1

ki1
l al

 = 0

p1 = 0 (0,a2)

p2 = 0 p j = 0, j = 1,2, · · · ,n
于是， 。若将式（4）作用于 ，可得

。类似地，可得 。

{σB (1,0) , (ai,0)}B∗ = ki1
1 (0,b1)

∗
+

ki2
1 (0,b2)

∗
+ · · ·+ kin

1 (0,bn)∗ （5）

DB (ai,0) = (DA (ai) ,0)由式（2）～（5）可知， 。

又因为，
DB (0,ai) = {(1,0) , (0,ai)}D = σ−1

B ({σB (1,0) , (0,ai)}B∗ )

设

{σB (1,0) , (0,ai)}B∗ = p1 (b1,0)∗+ p2 (b2,0)∗+ · · ·+
pn (bn,0)∗+q1 (0,b1)∗+ · · ·+qn (0,bn)∗ （6）

(a1,0)将式（6）作用于 ，有

{σB (1,0) , (0,ai)}B∗ (a1,0) =
(
p1 (b1,0)∗+ p2 (b2,0)∗+ · · ·+

pn (bn,0)∗+q1 (0,b1)∗+ · · ·+qn (0,bn)∗
)
(a1,0) = q1

另一方面，
{σB (1,0) , (0,ai)}B∗ (a1,0) = (0,b1)∗ ({(0,ai) , (a1,0)}) =

(0,b1)∗ (0,−{ai,a1}) = (0,b1)∗
0,− n∑

l=1

ki1
l al

 = 0

q1 = 0
(
a j,0
)

从而， 。类似地，将式（6）作用于 ，可

q j = 0, j = 1,2, · · · ,n得 。(
0,a j
)

现将式（6）作用于 ，于是，

p j =(0,b1)∗
({

(0,ai) ,
(
0,a j
)})
= (0,b1)∗ ((0,0)) = 0,

j = 1,2, · · · ,n

从而

{σB (1,0) , (0,ai)}B∗ = 0 （7）

DB (0,ai) = (0,0)故由式（2），（6）和（7）可知， 。从

而证明了

DB (a,b) = (DA (a) ,0) ,∀a,b ∈ A
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