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求解大规模稀疏 Min-CVaR 投资
组合模型的对偶方法

王云龙，    沈春根
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：投资组合管理需要在资产池中挑选合适的标的资产并确定投资组合配资比例，相关计算的

时效性非常重要。基于 L1 范数的稀疏 Min-CVaR（Minimum Conditional Value at Risk）模型可以

同步完成挑选标的资产和确定配资比例，由于增加稀疏项，相比于标准 Min-CVaR 模型求解更复

杂。为了有效求解大规模问题，基于原始模型中约束的结构特征，构造了其拉格朗日对偶模型，

通过最新的商业求解器 GUROBI 12.8 求解对偶模型完成计算工作。使用基于三因子模型模拟的大

规模情景数据（50 000 行 200 列）和标普 500 高频交易数据（28 805 行 483 列）进行了数值实

验，结果显示对偶模型可以数倍提升计算效率，甚至比直接求解不具有稀疏性的标准 Min-
CVaR 模型更快。
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A dual method for solving large-scale sparse
Min-CVaR portfolio selection model

WANG Yunlong，      SHEN Chungen
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: Portfolio  management  requires  selecting  the  right  underlying  asset  in  the  asset  pool  and
determining  the  proportion  of  the  portfolio.  The  timeliness  of  calculations  of  the  portfolio  models  is
extremely  important.  The  L1  norm  sparse  Min-CVaR  (Minimum-CVaR,  Conditional  Value  at  Risk)
model is able to simultaneously select the target assets and determine the capital allocation. Meanwhile,
the L1 norm sparse Min-CVaR is harder to handle owing to the L1 norm regularization. In order to solve
large-scale problems effectively, a Lagrangian dual model based on the structural features of constraints
in  the  original  model  was  constructed  and  solved  by  the  state-of-the-art  commercial  solver  GUROBI
12.8. Numerical experiments were conducted on the simulated data (50 000 rows and 200 columns) and
real-world  data  (the  S&P  500:  28 805  rows  and  483  columns).  The  numerical  results  show  that,
compared to the primal model, the dual method is several times faster than the primal method, and it is
even faster than the standard Min-CVaR portfolio selection model without regularization.
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1    背景与现状

随着我国金融市场的形成和发展壮大，金融

投资已成为我国居民日常生活中的一个热门话

题。金融投资组合可以通过挑选特定的投资标的

资产，在有限的投资资本下，降低风险并提高期

望收益。这种在风险与收益之间的权衡，关键在

于不同投资标的之间配资比例的确定。经典的马

科维兹均值−方差模型（Mean-Variance，MV）将投

资组合中标的资产的配资问题转化为一个带约束

的二次规划问题[1]，通过求解此最优化问题，确定

在获得期望收益时使风险最小或在可承受风险内

期望收益最大的投资配比[2]。后续的研究中，不少

学者在此基础上继续探索如何使风险最小并且收

益最大 [3-6]。在 MV模型中，风险通过方差定义，

并且假设标的资产的收益率服从正态分布或椭圆

分布，这种假设在金融投资领域应用中并不完全

可行。首先，由于方差的对称性，无论正向偏离

还是负向偏离均会被同等考虑进模型中，即如果

减少方差会带来正向偏离和负向偏离的同步减

小，投资组合的收益同时被对风险的管理所影

响，因而以方差作为风险度量的 MV模型一直广

受诟病[7]。其次，MV模型需要计算所有标的资产

收益率的协方差矩阵，这在大规模场景下会使计

算成本急剧增加，求解极其困难。

现实中的风险度量倾向于区分正向偏离和负向

偏离[8]。Markowitz[9] 曾提出半方差（Semi-Variance）
模型度量低于平均水平的收益波动性（风险）。在

险 价 值 （ Value-at-Risk， VaR） [10] 和 期 望 损 失

（ Expected  Shortfall， ES，或称条件在险价值，

Conditional Value-at-Risk，CVaR）[11] 是目前广为流行的风险

度量，它们注重于对尾部损失（风险）的度量[12]。对

VaR和CVaR数学性质的分析和比较可见Rockafellar
和 Uryasev的文章[13] 及 Pflug的相关书籍[14]。虽然

CVaR作为 VaR的补充统计量而非可以替代 VaR，
但值得指出的是，CVaR具有一致性风险度量的良

好性质，它考虑了超 VaR部分的损失，对尾部风

险的衡量更准确和稳定[14-16]。求解 Min-CVaR模型

实际上是一个线性规划问题，而当输入情景数据

（行数）过多时，此线性规划需要增加等量级的辅
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助变量，且约束的数目也急剧增加，这对一般线

性规划求解而言极具困难。实际上，使用最新的

商业求解器（如 CPLEX、GUROBI）求解，当情景

数据在十万量级，资产个数在百千量级时，需要

花费数个小时。为了避免这种情况，不少学者设

计了各种解决思路，如情景分解方法[17-18]、二阶段

方法 [19]、切平面法 [20]。上述研究均没有考虑解的

稀疏性要求。稀疏性目标可以利用一系列稀疏方

法优化实现，通过添加惩罚项或者增加约束，使

优化问题的解具有较少的非零元素。常见的具有

稀疏诱导性质的惩罚项有 范数和 范数。 可以

直接衡量解中非零元的个数，稀疏效果最好，而

实际上是NP-hard的问题，求解不够高效。文献 [21]
研究以 范数为惩罚项的稀疏马科维兹投资组合模

型，并分析了引入 范数带来的理论影响和实际意

义。本文选择 范数作为惩罚项加入 Min-CVaR模

型的目标函数中， 可以取得较少的非零元，相当

于挑选较少的标的资产。相比于 范数， 范数会

惩罚较大的元素，相当于分散配资比例避免极端

头寸。

L1

L1

L1

L1

稀疏模型虽然具有以上优点，但增加稀疏约

束或惩罚项会使模型更加复杂，尤其在数据规模

很大的情况下。目前国内外对稀疏投资组合模型

的研究 [22-24] 中，情景数据的规模仍为几百个或一

千多个，在大数据时代，尤其是高频交易场景

下，利用超大规模历史情境数据建立投资模型是

一种趋势。文献 [25]曾利用对偶方法求解投资组

合优化问题，文献 [6]利用 SCAD函数作为惩罚项

并利用 QR技术求解稀疏的投资组合优化问题，但

文献 [6]中的原始模型很难通过对偶模型加速。本

文在文献 [25]的基础上改进了求解稀疏投资组合

问题的优化模型。相比之下，本文引入 范数作为

稀疏项有利于对偶模型求解。 范数作为惩罚项，

会使原本投资组合优化模型变得复杂，如 范数具

有非光滑性。关于带 范数的优化问题一直被广泛

关注[26-28]。此外，不同于文献 [25]，本文增加了允

许卖空的市场环境。因而，利用对偶思想求解稀

疏投资组合模型，通过变换原始问题，降低了求

解难度，可以极大地提高大规模稀疏 Min-CVaR投

资组合模型的计算效率，这对在大数据时代高频
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交易场景下高效构建投资组合模型具有一定的指

导借鉴意义。

2    稀疏 Min-CVaR 模型

2.1    基本概念

N

T R =
[R1, · · · ,RN] ∈ RT×N i t

rti (i = 1,2, · · · ,N; t = 1,2, · · · ,T ) i

wi
(
w = (w1, · · · ,wN)T ∈ RN

)
t

本文假设投资组合中有 个标的资产，样本的

时间长度为 ，投资组合的数据观测记为

，资产 在时间 的收益率记为

，假设资产 的配资比

例（权重）记为 ，则投资组

合在 时刻的收益率为

y (w) = Rw =

 N∑
i=1

rtiwi


t=1,2,··· ,T

（1）

y (w) ∈ RT pt ∈ [0,1]

(p ∈ RT ,1T p= 1) pt = 1/T

式中： ；记 为过去每个时刻可能发

生的概率 ，并假设 ，即所有

时刻重现的概率相等，则投资组合的期望收益率为

µ (w) = pTRw =
T∑

t=1

yt (w) pt （2）

Σ = cov(R) ∈ RN×N Σ

σ2 (w) = wTΣw

上述 1（后续的 0）为维数与上下文匹配的全 1（0）
向量或矩阵。投资组合各标的资产间的协方差矩

阵记为 ， 具有对称性和半正定

性。整个投资组合收益率的方差为 。

2.2    条件在险价值 CVaR

α ∆t

t α ∆t

∆t

VaRα (w) 1−α

在险价值 VaR有 3个关键要素：置信水平或

概率 ，时间段 ，损失值 VaRα。即基于当前时刻

的信息，预测在一定置信水平 下经过时间段 后

的 上 限 损 失 值 ， 即 未 来 时 间 后 损 失 超 过

的概率为 。离散情况下的数学表达为

VaRα (w) = −inf

yK (w)

∣∣∣∣∣∣ K∑
k=1

pk ⩾ 1−α
 （3）

yk (w) ,k=1,2, · · · ,K y1 (w)⩽y2 (w)⩽ · · · ⩽
yK (w) pk yK (w)

式 中 ： 满 足

； 为 对应的概率。CVaR定义为超过

VaR损失的期望值，离散情况下 CVaR的数学表达为

CVaRα (w) =
1

1−α
∑

−yt(w)>VaRα

−ptyt (w) （4）

2.3    标准 Min-CVaR 模型

最小化式（4）等同于最小化式（5），即

f (w,z) = (1−α)z+
T∑

t=1

pt(−yt (w)− z)+ （5）

(·)+ =max(·,0)式中， ，并且由最小化式（5）得到的

z值与 VaR值相等[13]，则标准的 Min-CVaR模型可

以表达为线性规划问题：

min
w∈RN ,s∈RT ,ζ∈R

ζ + 1
1−α

T∑
t=1

pt st


s.t.


st ⩾ −yt (w)− ζ, t = 1, · · · ,T
st ⩾ 0, t = 1, · · · ,T
1Tw = 1

（6）

wopt = ζopt

f
(
wopt, ζopt

)
/ (1−α)

s ∈ RT T +N +1

因此，求解最小化模型（6）可以同时得到配

资比例 、在险价值 VaR 和条件在险价值

CVaR=  。由于模型（6）引入辅助

变量 ，使得总的变量个数为 ，同时

增加了 T个结构复杂的约束，大规模情景下这无

疑会使线性规划问题的求解难度增加。

2.4    稀疏 Min-CVaR 模型

i 10 j 11
L1 ∥w∥1 =

N∑
i=1

|wi| ⩽ n

在上述 Min-CVaR模型中，配资比例是在所有

标的资产之间计算的。首先模型求解是分散在所

有标的资产上的，无法实现挑选标的资产的目

的，其次，在假设允许卖空时，为了实现最优，

模型会产生在某些标的资产上的极端头寸（比如看

跌资产 并借 倍杠杆，看涨资产 并配资 倍）。

通过增加 范数约束可以避免以上问题，

，会对数值较大的权重加以约束，可同

时实现只挑选少数标的资产以及均衡被挑选标的

资产间的配资比例，达到权重的稀疏性（较多零

元）。稀疏Min-CVaR模型可以表达为

min
w∈RN ,s∈RT ,ζ∈R

ζ + 1
1−α

T∑
t=1

pt st


s.t.


st ⩾ −yt(w)− ζ, t = 1, · · · ,T
st ⩾ 0, t = 1, · · · ,T
1Tw = 1
∥w∥1 ⩽ n

（7）

n

n

n→ +∞ L1

模型（7）中可以通过调整参数 控制解的稀疏

度， 越大，最优解中的非零元个数越多且分布范

围越大。当 ，带 范数约束的 Min-CVaR
模型将退化为标准的Min-CVaR模型。在一定条件

下，模型（7）的等价形式为

min
w∈RN ,s∈RT ,ζ∈R

P (w, s, ζ) = ζ +
1

1−α

T∑
t=1

pt st +λ∥w∥1

s.t.


st ⩾ −yt (w)− ζ, t = 1, · · · ,T
st ⩾ 0, t = 1, · · · ,T
1Tw = 1

（8）

λ > 0其中， 为调和参数。对于模型（8），其拉格朗
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日函数为

L (ζ, s,w;ν1,ν2,η) = ζ +
1

1−α

T∑
t=1

pt st +λ∥w∥1−

νT1 (s+Rw+ ζ1)−νT2 s−η
(
1Tw−1

)
（9）

ν1 ∈ RT
+ ν2 ∈ RT

+ η ∈ R其中， ， 和 分别为模型（8）中约

束条件对应的拉格朗日乘子向量。对拉格朗日函

数求偏导并令偏导数为零可得最优性条件：

∂L
∂ζ
= 1−νT1 1 = 0

∂L
∂s
=

1
1−α p−ν1−ν2 = 0

0 ∈ λ ∂∥w∥1−RTν1−η1
ν1 ⩾ 0,νT1 (s+Rw+ ζ1) = 0, s+Rw+ ζ1 ⩾ 0

ν2 ⩾ 0,νT2 s = 0, s ⩾ 0
1Tw = 1

（10）

∂∥w∥1 L1其中， 表示 范数的次微分。

∂∥w∥1 =h ∈ RN

∣∣∣∣∣∣∣∣hi


= 1, wi > 0
∈ [−1,1], wi = 0, i = 1, · · · ,N
= −1, wi < 0


（11）

则模型（8）的拉格朗日对偶函数为

D (η,ν) = inf
ζ,s,w
L (ζ, s,w;ν1,ν2,η) =

η, 如果


η+RT

i ν∈ [−λ,λ] , i=1, · · · ,N (I)

0⩽νt⩽ pt
1

(1−α)
, t=1, · · · ,T (II)

1Tν = 1 (III)
−∞,其他

（12）

得对偶模型：

max
η∈R,ν∈RT

η, s.t. ν ∈ Dom （13）

Dom (I) (III)

T +1 2(T +N)+1

(II)

其中， 为满足式（12）中约束 ～ 的集合。模

型（13）中变量总数为 ，约束总数为 。

实际上，由于约束 为简单的盒子约束（ box-
constraints），不会影响求解问题的复杂程度，所以

(I) (III)

R N

T ≫ N

只有结构稍微复杂的约束 和 会影响问题求

解，因而影响对偶模型（13）求解难度的约束个数

只受股票池规模（矩阵 的列数 ）的影响。当计算

大规模情景数据时（ ），求解原始模型的难

度骤升，而通过对偶方式则会极大地提升求解

效率。

3    数值实验

在数值实验中，本文使用模拟数据和真实数

据测试求解对偶模型策略的时间优越性。首先介

绍了利用三因子模型模拟生成大规模数据，以及

选择调和参数的具体步骤，结果显示，在模拟数

据上，随着情景规模的增加，对偶模型提升求解

效率的表现更显著。另外，给出了在真实高频数

据（标普 500）上的试验结果，同时和标准 Min-
CVaR模型进行了对比，结果显示，稀疏模型可以

明显地增加解的零元个数，达到挑选标的资产的

目的，对偶模型能够有效提升求解效率。本文试

验环境为 MATLB2017b， Inter（ R） Core（ TM） i5-
3230M，CPU@2.6 GHz，RAM 8 GB，GURIOBI求
解器通过MATLB2017b调用。

3.1    模拟数据

R ∈ RT×N假设收益矩阵记为 ，本文根据经典的

三因子模型[29] 生成随机的收益矩阵为

R
T×N
= F

T×3
BT
3×N
+ ε

T×N
（14）

F N (µF,ΣF)

B N (µB,ΣB)

ε

Γ (aε,bε)

式中： 为因子矩阵，服从多元正态分布 ；

为因子载荷矩阵，服从多元正态分布 ；

假设噪声矩阵 与因子矩阵独立并且服从伽马分布

。上述的分布参数选择依据文献 [29]中的

表 1，这里重新给出：

µF =

 0.782 8
0.518 0
0.410 0

 , ΣF =

 0.029 14 0.023 87 0.010 18
0.023 87 0.053 95 −0.006 96
0.010 18 −0.006 96 0.086 85


µB =

 0.023 55
0.012 98
0.020 71

 , ΣB =

 1.250 7 −0.035 0 −0.204 2
−0.035 0 0.315 6 −0.002 3
−0.204 2 −0.002 3 0.193 0


aε = 3.328 6, bε = 0.187 6

T = 50 000

文献 [30]进行了大规模情景数据模拟实验

（ ），本文也采用相似规模设置，不同的

是，本文收益矩阵由式（14）描述的三因子模型

生成。

通过表 1可以发现在计算大规模情景数据

λ

λ ∈ λmax[10−3,1] λmax

∀λ ⩾ λmax

λ

时，对偶方法在计算效率上具有明显的优越性。表 1
统计了每个问题计算 20个 对应的问题的总耗

时， ，其中 是可确定的合适的

调和参数，使得 时，原问题（8）的最优解

不再变化。实际上，当 非常小的时候，对偶模型
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λ

λ

T = 50 000,N = 20,α = 0.9

λ λ

i/20 = −3lg(λ/λmax), i = 1, · · · ,20

λ λ→ 0

L1

I
λ

λ

的求解效率提升不太明显，稍微比原始问题快

2～3倍；当 较大的时候，效率提升至 10倍左右

（依赖于收益矩阵的规模，情景维数越大，提升效

果越显著）。具体地，随着 的增大，求解原始模

型的耗时呈上升趋势，求解对偶模型的耗时呈下

降趋势。图 1展示了 时，

大小对求解时间的影响（其中 i对应于 序列的位

次， ， i越小，对应

的 越大）。从数学优化的角度看，当 时，

范数的影响降低，原始模型逐渐趋向于标准

Min-CVaR模型，即模型变得简单，而对偶模型中

约束（ ）的上下界间隙越来越小，即模型变得复

杂。因而当 非常小时，求解对偶模型的效率提升

相对较小。一般情况下，模型倾向于简洁时，会

选取稍大的 值，此时，求解对偶模型的效率提升

相对较大。

3.2    参数选择

λ在原始模型和对偶模型中，参数 扮演着不同

λ

λ

I

λ

wλ

的角色，但都会导致解的稀疏性（0除外）。 在原

始模型中被称为调和参数，具有平衡稀疏性和最

小化目标函数的作用。调和参数越大，获得的解

稀疏性越高（零元越多）。在对偶模型中 是复杂结

构约束（ ）的上下界，影响着约束的严苛程度，根

据对偶性质，原始问题也是其对偶问题的对偶问题，

原始变量与对偶问题的对偶变量间存在一一对应

关系。较大的 意味着对偶问题中约束的上下界距

离较远，则积极约束的个数会相应减少，积极约

束集的大小与对偶问题的对偶变量非零元个数一

致，即原始问题的解非零元少（稀疏性大）。模型

参数的选择有不同的准则，如交叉检验（Cross-
Validation）[31]、赤池弘次（Akaike）信息准则（AIC）[32]。
本文选取贝叶斯信息准则（BIC）[33-34] 作为判断不同

参数下模型好坏的依据，BIC越小则模型越优越。

记 为问题（8）的最优解，则

λ̂ = argmin
λ

BIC (λ) =
T∑

t=1

st +
∥∥∥wλ∥∥∥0 ln T ln N

2T
（15）

∥∥∥wλ∥∥∥0 wλ

λ̂

λ

∥w∥0
λ

λ

其中，零范数 衡量 中非零元的个数。从统

计模型和实际操作的角度，大家都倾向于选择更

简单的模型。结合 Tibshirani[26] 的一个标准差最简

原则，即可确定既满足 BIC准则下模型优越性又

兼具模型简洁性的参数 。图 2中的两条竖线分别

对应 BIC准则下的最优参数（图 2（a）右侧竖线）和

兼具模型简洁性的参数（图 2（a）左侧竖线）。根据

图 2（b）可以看出， 越大，解中非零元的个数

越少，依据一个标准差最简原则挑选了较大的

，因而会得到更稀疏的解。根据图 3（a）可知，较

大的 能够得到兼具模型简洁性解，即挑选更少的

标的资产。

3.3    结果分析

T N

α

λ̂

λ

现给出其他维数规模的模拟数据实验结果，

仍然用式（15）的三因子模型生成模拟数据，情景

维数 分别为 1 000，5 000和 10 000，资产维数 分

别为 50和 100，给出了 3个置信水平 （ =  0.99,
0.95, 0.90）下的计算结果。其中，总时间表示为求

解 3个置信水平下的最优模型所用的总时间。在

实际操作中，资产池和数据的情景维度一般是保

持不变的，因此，最优调和参数 可事先设定（表 2），
亦无须变化，这缓解了必须求解多个逐渐变化的

才可以确定模型优越性的压力。根据前文的分

析，实验中利用的对偶模型，主要受资产池规模

的影响，情景规模对对偶模型的求解效率影响不

λ表 1   不同概率水平下计算整个 路径所需时间（T=50 000）
λTab.1    Time consuming for solving a path of  with different

probability levels　　　　　　　　　　　　　　　  s
 

N 模型 α = 0.99 α = 0.95 α = 0.90 α = 0.80

20
原始 227.1 237.5 203.3 209.8

对偶 43.4 42.3 43.4 45.3

50
原始 300.4 277.7 258.3 265.7

对偶 103.8 104.0 106.2 107.7

100
原始 556.0 517.3 484.2 461.5

对偶 237.9 255.4 259.5 261.9

200
原始 1 143.3 1 153.6 1 063.1 977.4

对偶 589.1 607.1 609.1 601.8

 

20

18

16
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12

10

8

6

4

2

0 2 4 6 8 10
i

时
间

/s

原始模型
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12

T=50 000, N=20, α=0.9

14 16 18 20

 
图 1    求解对偶模型与原始模型的耗时变化

Fig. 1    Time paths for solving the primal and dual model
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大。实验结果表明（表 3第 3列），随着情景规模

的增加，对偶模型在求解效率上的优越性表现更

明显。表 3中，EWP（equal weight portfolio）指等权

重组合策略。

3.4    真实数据

本文采用标普 500高频交易数据作为真实数

据进行了实验。资产池共有 483个资产，情景维

数为 25 805，（391条/d，共 66 d）。由于高频交易

数据本身的性质，价格变动幅度小，收益率量级

普遍较小，在结果分析中，均将收益率转换为日

收益率格式。

3.5    结果分析

λ̂

表 4给出了在真实高频数据——大规模情景

数据上的实验结果。表 4所用的参数 同样遵循 BIC
准则下兼具模型简洁性的原则。相比于标准 Min-
CVaR模型，本文提出的对偶策略提高了求解效率，

同时兼顾了稀疏性以利于同步筛选投资标的。稍

微遗憾的是得到的 CVaR比 Min-CVaR大，尽管差

别不大。这也可以从数学优化的角度解释，由表 4
可知Min-CVaR的最优解稀疏度非常小，因为Min-
CVaR利用资产池里几乎所有标的资产构建投资组

合，势必会得到更优的目标函数。因此，Min-CVaR
不具有同步挑选标的资产的特性。本文原始模型

的解具有稀疏性，兼顾了自动挑选标的的特性，
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图 2    BIC 走势图与投资组合系数路径图

Fig.2    BIC path and portfolio weights solution paths
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图 3    模型的稀疏解和时间变化图

Fig.3    Sparse weights solutions; Time paths for solving primal and dual model

表 2   最优模型对应的调和参数

Tab.2    Tuning parameters corresponding to optimal models
 

α概率
T N例子规模（ | ）

1 000|50 1 000|100 5 000|50 5 000|100 10 000|50 10 000|100

0.99 0.039 7 0.250 6 0.079 2 0.007 9 0.025 1 0.015 8

0.95 0.250 6 0.031 5 0.050 0 0.250 6 0.025 1 0.025 1

0.90 0.199 1 0.158 1 0.062 9 0.199 1 0.050 0 0.062 9
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表 3   在模拟算例上的表现

Tab.3    Portfolio performance on a variety of simulation data cases
 

(T |N)例子规模 方法 总时间/s
α = 0.99 α = 0.95 α = 0.90

CVaR VaR CVaR VaR CVaR VaR

1 000|50

EWP 0.001 6 1.569 5 1.264 9 1.086 0 0.715 5 0.819 0 0.450 4

Min-CVaR 1.689 4 −0.174 1 −0.174 1 −0.214 3 −0.286 1 −0.271 3 −0.370 2

原始 1.684 2 −0.167 9 −0.167 9 −0.083 0 −0.196 3 −0.173 2 −0.281 3

对偶 0.316 0 −0.167 9 −0.167 9 −0.083 0 −0.196 3 −0.173 2 −0.281 3

1 000|100

EWP 0.001 8 1.620 0 1.290 4 1.064 2 0.724 4 0.810 2 0.373 2

Min-CVaR 2.584 7 −0.417 2 −0.417 2 −0.423 5 −0.433 7 −0.435 8 −0.469 4

原始 2.899 3 −0.274 8 −0.274 8 −0.421 4 −0.431 6 −0.347 0 −0.412 6

对偶 0.702 2 −0.274 8 −0.274 8 −0.421 4 −0.431 6 −0.347 0 −0.412 6

5 000|50

EWP 0.006 0 1.678 4 1.333 5 1.104 4 0.763 5 0.848 4 0.430 5

Min-CVaR 5.525 6 −0.081 7 −0.124 1 −0.180 2 −0.257 0 −0.241 4 −0.338 4

原始 5.688 4 −0.054 4 −0.096 0 −0.162 6 −0.244 6 −0.217 9 −0.321 7

对偶 1.506 6 −0.054 4 −0.096 0 −0.162 6 −0.244 6 −0.217 9 −0.321 7

5 000|100

EWP 0.010 2 1.631 2 1.361 7 1.138 9 0.775 5 0.868 9 0.443 4

Min-CVaR 9.505 2 −0.284 8 −0.297 3 −0.339 4 −0.390 7 −0.377 7 −0.440 9

原始 12.025 7 −0.054 4 −0.296 9 −0.162 6 −0.259 4 −0.217 9 −0.336 7

对偶 2.585 2 −0.054 4 −0.296 9 −0.162 6 −0.259 4 −0.217 9 −0.336 7

10 000|50

EWP 0.008 4 1.608 2 1.279 8 1.083 6 0.724 6 0.827 4 0.431 9

Min-CVaR 10.604 6 −0.085 3 −0.142 5 −0.198 0 −0.284 0 −0.262 0 −0.362 1

原始 15.366 6 −0.081 1 −0.135 6 −0.192 5 −0.278 3 −0.247 6 −0.348 1

对偶 3.042 9 −0.081 1 −0.135 6 −0.192 5 −0.278 3 −0.247 6 −0.348 1

10 000|100

EWP 0.018 7 1.623 7 1.342 7 1.112 4 0.762 8 0.853 8 0.452 5

Min-CVaR 20.478 4 −0.247 0 −0.278 3 −0.319 8 −0.378 9 −0.365 0 −0.434 7

原始 25.151 1 −0.244 5 −0.278 2 −0.312 6 −0.374 2 −0.340 4 −0.417 6

对偶 6.296 2 −0.244 5 −0.278 2 −0.312 6 −0.374 2 −0.340 4 −0.417 6

 

表 4   在真实算例上的表现

Tab.4    Portfolio performance on real-world data cases
 

方法 α 耗时/s CVaR VaR 稀疏度/%

EWP

0.99 0.1 0.985 4 0.573 6 0

0.95 0.1 0.527 0 0.323 4 0

0.90 0.1 0.397 3 0.223 2 0

Min-CVaR

0.99 233.6 0.256 2 0.255 5   0.4

0.95 268.0 0.191 6 0.136 3   0.4

0.90 246.3 0.151 9 0.093 4   0.4

原始模型

0.99 384.3 0.273 1 0.241 4 13.5

0.95 357.2 0.207 6 0.136 9 48.7

0.90 336.9 0.180 7 0.101 3 82.7

对偶模型

0.99 159.2 0.273 1 0.241 4 13.5

0.95 101.7 0.207 6 0.136 9 48.7

0.90 96.2 0.180 7 0.101 3 82.7
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同时利用对偶模型求解，数倍地节省了原有模型

的求解时间。

λ̂1

表 5给出了在真实数据上，不同概率下稀疏

Min-CVaR模型所确定的两个调和参数，其中最小

BIC准则的模型对应的调和参数为 ，最小 BIC的

基础上，为了使模型更加精简，遵循一个标准差

λ̂2

λ̂2 λ̂1

λ̂2

λ̂1

内最简洁原则确定的模型调和参数为 。观察可知

比 更大，根据前述分析，越大的调和参数将导

致越稀疏的解。观察表 5和图 4均可发现，较大

的调和参数 对应的模型的解具有更高的稀疏度，

而相比于 ，它们对应的风险度量（分别参考表

5中 VaR与 CVaR值）相差并不明显。

4    结　论

L1本文研究了大规模情景数据背景下的 范数稀

L1疏Min-CVaR投资组合模型。 范数稀疏Min-CVaR

模型可以同步完成从资产池中挑选标的资产和确

定各标的资产配资比例的工作，且避免极端配资

 

表 5   最小 BIC 准则对应的调和参数与兼具模型简洁性的调和参数

Tab.5    Tuning parameters corresponding to minimum BIC and the ones with model simplicity
 

α λ̂1 λ̂2 ζ1（VaR1） ζ2（VaR2） CVaR1 CVaR2 稀疏度1/% 稀疏度2/%

0.99 1.6 × 10−3 4.5 × 10−3 0.235 8 0.241 4 0.259 9 0.273 1 11.6 13.5

0.95 1.2 × 10−3 4.7 × 10−3 0.134 5 0.136 9 0.193 7 0.207 6 19.2 48.7

0.90 7.0 × 10−3 9.8 × 10−3 0.098 3 0.101 3 0.173 1 0.180 7 67.1 82.7
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图 4    权重路径图

Fig.4    Portfolio weights solution paths
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的情况，但此模型求解复杂性较高。本文通过对

原始模型进行变换，得到对偶模型，利用单纯形

法求解对偶模型得到最优解继而求得原始模型的

最优解。本文对对偶模型和原始模型求解效率差

异的理论原因进行了分析和解释，同时通过数值

试验证实了求解对偶模型的策略在时间上的优越

性。在计算大规模数据时，情景维数越大，效率

提升的效果越显著。
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