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一类考虑媒体报道影响和垂直
传染的随机 SIS 模型研究

马莎莎，    马纪英
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：研究了一类考虑媒体报道影响和垂直传染的随机 SIS 传染病模型的动力学行为。首先，证

明了系统的全局正解的存在唯一性，同时分析了模型在相应确定性模型的地方病平衡点附近的渐

近行为。其次，通过构造恰当的 Lyapunov 函数，得到了疾病灭绝的条件以及系统具有唯一遍历平

稳分布的充分条件。最后，通过数值模拟验证了所得结论的正确性。
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A stochastic SIS epidemic model with vertical
transmission and media coverage

MA Shasha，      MA Jiying
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: The  dynamics  of  a  stochastic  SIS  epidemic  model  with  vertical  transmission  and  media
coverage  was  investigated.  The  existence  and  uniqueness  of  the  global  position  solution  of  the  model
was  proved,  and  the  asymptotic  behavior  around  the  endemic  equilibrium  of  the  corresponding
deterministic  model  was  analyzed.  Then,  by  constructing  a  suitable  Lyapunov  function,  the  sufficient
conditions for the extinction of disease as well as the existence of unique ergodic stationary distribution
were obtained. Numerical simulations were displayed to support the theoretical results.
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1    模型的建立

传染病是一种在人、动物或人与动物之间相

互传播的疾病，严重危害人类的健康[1]。为了更好

地分析传染病的传播机理和发病规律，人们从流

行病学和生物数学的角度对传染病进行了大量研
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究。1927年，Kermack和 Mckendrick建立了经典

的 SIS传染病模型[2]，之后许多学者在各种因素和

假设下进一步研究了 SIS模型[3-5]。2018年，Zhang
等[5] 提出了一类考虑垂直传染的 SIS模型:

dS (t)
dt
= Λ+bS (t)−βS (t) I (t)−dS (t)−

BS (t)+γI (t)+bqI (t)
dI (t)

dt
= bpI (t)+βS (t) I (t)−dI (t)−
αI (t)−BI (t)−γI (t)

（1）

S (t) , I (t) t

Λ b

β d

B α

γ p

0 < p < 1 q = 1− p

式中： 分别表示 时刻易感者和感染者的数

量； 表示种群的输入率； 表示种群的自然出生

率； 表示疾病的传染率； 表示种群的自然死亡

率； 表示易感者和感染者的输出率； 表示疾病

的死亡率； 表示疾病的恢复率； 表示感染者母

性的后代是感染者的输入率， ； ，

表示感染者母性的后代是易感者的输入率，所有

的参数均为正。

Λ/

(d+B−b) d+B−b > 0

对于模型（ 1），种群的承载能力不超过

，故文献 [5]中假设 。

βS I

kS I
/(

1+β3I+α2I2
)

I ⩾ 0

1+β3I+α2I2 > 0 β3 > −
√

2α2

在疾病爆发初期，人们通过媒体报道可以获

取有关传染病的信息和预防疾病的措施，从而减

少易感者和感染者之间的有效接触率，降低感染

人群的比例。因此，很多学者在传染病模型的研

究中考虑了媒体报道的影响[6-7]。此外，当种群数

量较大时，模型（1）中选取的双线性发病率 变

得不符合疾病传播的实际情况，故在越来越多的

传染病模型研究中采用非线性发病率。2006年，

Xiao等 [8] 考虑了一类具有心理效应的非单调发病

率 ，且对于任意的 ，都有

，即 。本文在模型（1）
的基础上考虑媒体报道影响和文献 [8]中的非单调

发病率，得到如下 SIS模型:

dS
dt
= Λ+bS −

(
β1−

β2I
α1+ I

)
S I

1+β3I+α2I2−

dS −BS +γI+bqI
dI
dt
= bpI+

(
β1−

β2I
α1+ I

)
S I

1+β3I+α2I2−

dI−αI−BI −γI

（2）

β = β1−
β2I
α1+ I

β1

β2I
α1+ I

I→∞
β2

这里假设疾病的传染率为非线性函数

的形式[9]。 表示易感者和感染者之间的最大

传染率； 表示经由媒体报道后引起人们的警

觉而导致的传染率的减少量。当 时，传染率

的减少量趋于最大值 ，由于媒体报道不能完全阻

β1 > β2 α1 > 0止传染病的传播，故假设 。 表示疾病

发生后公众的反应情况。

S , I

另一方面，在真实世界中传染病的传播总会

受到环境噪声的影响。本文假设环境噪声为白噪

声且与 成正比，从而得到如下具有媒体报道影

响和垂直传染的随机 SIS模型:

dS =
[
Λ+bS−

(
β1−

β2I
α1+ I

)
S I

1+β3I+α2I2−

dS −BS +γI+bqI
]
dt+σ1S dB1 (t)

dI =
[
bpI+

(
β1−

β2I
α1+ I

)
S I

1+β3I+α2I2−

dI −αI−BI−γI
]
dt+σ2IdB2(t)

（3）

Bi (t) i = 1,2

σi

式中： 为相互独立的一维布朗运动， ；

为噪声强度。

本文证明了模型（3）全局正解的存在唯一性，

分析了其在确定性模型（2）的地方病平衡点附近的

渐近行为，并着重讨论模型（3）疾病灭绝的条件以

及存在唯一遍历平稳分布的充分条件。为了直观地

说明理论结果，进一步对模型（3）进行了数值模拟。

2    随机模型（3）在地方病平衡点附
近的渐近行为

Rn
+ ={

x ∈ Rn : xi > 0对于所有的1 ⩽ i ⩽ n
}

a∧b =min {a,b}

a∨b =max {a,b} ⟨ f (t)⟩ = 1
t

w t

0
f (s)ds

在考虑模型（3）的动力学行为之前，研究者首

先关心的是系统全局正解的存在性。本文利用停

时理论 [10] 和解的存在唯一性定理 [10] 证明模型（3）
全局正解的存在唯一性。在此之前给出记号：

， ，

， 。

(S (0) , I (0)) ∈ R2
+

t ⩾ 0 (S (t) ,

I (t)) R2
+ (S (t) , I (t)) ∈

R2
+ a.s.

定理 1　对于任意给定的初值 ，

则当 时，模型（3）存在唯一的全局正解

，并且该解以概率为1存在于 中，即

。

(S (0) , I (0)) ∈ R2
+

(S (t) , I (t)) , t ∈ [0, τe)

τe

τe=∞ a.s.

k0 > 0 k > k0 S (t) I (t)

[1/k0,k0]

证明　由于随机模型（3）满足局部 Lipschitz条

件，故对于任意给定的初值 ，模型

（ 3）存在唯一局部解 。式中，

表示爆破时间 [10]。要证明随机模型（3）的解是

全局的，只需证明 。取充分大的整数

，对于任意的 ，使得解 和 都属于

区间 。定义停时

τk=inf
{

t ∈ [0, τe) :min {S (t), I(t)}⩽ 1
k
,max {S (t), I(t)}⩾k

}
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infΦ =∞ Φ
k→∞ τk τ∞ = lim

k→∞
τκ τ∞ ⩽

τe a.s. τ∞=∞ a.s. τe=∞ a.s.

T >0 ε ∈ (0,1) P {τ∞ ⩽ T } > ε τ∞

k1>k0 k>k1 P{τk⩽T }>ε

令 （ 表示空集），由停时的定义可得，

当 时， 单调递增。令 ，显然

。若 ，则 。如若不然，则存

在常数 和 ，使得 。由 定

义可知，存在 ，使得当 时，有 。

定义正定函数

V (S , I) = (S −1− ln S )+ (I−1− ln I)

由 Itô公式可得

dV (S , I)= LV (S , I)dt+σ1(S −1)dB1 (t)+σ2 (I−1)dB2 (t)

其中

LV(S , I) =
(
1− 1

S

)[
Λ− (d+B−d)S −

(
β1−

β2I
α1+ I

)
S I

1+β3I+α2I2 + (γ+bq) I
]
+
σ2

1

2
+

(
1− 1

I

)[(
β1−

β2I
α1+ I

)
S I

1+β3I+α2I2 − (d+α+B+γ−bp) I
]
+
σ2

2

2
=

Λ− (d+B−b)S+ (γ+bq) I− Λ
S
+d+B−b+

(
β1−

β2I
α1+ I

)
I

1+β3I+α2I2−

(γ+bq) I
S

+
σ2

1

2
− (d+B+α+γ−bp) I+d+B+α+γ−bp−

(
β1−

β2I
α1+ I

)
S

1+β3I+α2I2 +
σ2

2

2
⩽

Λ+d+B−b+
2β1−β2

β3+2
√
α2
+
σ2

1

2
+d+B+α+γ−bp+

σ2
2

2
:= K

K这里 是正常数。故有

dV (S , I) ⩽ Kdt+σ1 (S −1)dB1 (t)+σ2 (I−1)dB2 (t)

τk ∧T对上式两端分别从 0到 积分，并求数学

期望可得

EV (S (τk ∧T ) , I (τk ∧T )) ⩽ V (S (0) , I (0))+KT

Ωk = {ω ∈ Ω : τk (ω) ⩽ T } P (Ωk) ⩾ ε

ω ∈ Ωk S (τk,ω) I (τk,ω)

k 1/k V (S (τk,ω) , I (τk,ω)) ⩾

(k−1− ln k)∧
(

1
k
−1+ ln k

)
令 ，则 。对于

每个 ，根据停时的定义可知 和

至少有一个等于 或 ，所以，

。因此

∞ > V (S (0) , I (0))+KT ⩾ E
(
IΩk (ω)V (S (τk) , I (τk))

)
=

P (Ωk)V (S (τk), I (τk)) ⩾ εV (S (τk), I (τk)) ⩾

ε

[
(k−1− ln k)∧

(
1
k
−1+ ln k

)]
IΩk (ω) Ωk式中， 为 的示性函数。

k→∞ ∞ > V (S (0) , I (0))+KT > +∞
τ∞ =∞ a.s.

令 ，上式可得

矛盾，故 。定理证毕。

R0 =
β1Λ

(d+B−b) (d+α+B+γ−bp)

E0=

(
Λ

d+B−b
,0

)
对于确定性模型（2），通过计算可得其基本再

生数为 ，无病平衡

点为 。

对模型（2）的平衡点及其稳定性进行分析，得

到如下引理。

引理 1　对确定性模型（2），
R0 < 1 E0a. 当 时，无病平衡点 是全局渐近稳

定的；

R0 > 1 E0

E∗ = (S ∗, I∗) I∗

b. 当 时， 是不稳定的，模型（2）存在

唯一的地方病平衡点 ，其中： 是函数

g (I) :=Λ−

(d+B−b)(d+B+α+γ−bp)
(
1+β3I+α2I2

)
(α1+I)

β1 (α1+I)−β2I
−

(d+B+α−b) I

S ∗=
(d+B+α+γ−bp)

(
1+β3I∗+α2I2

∗
)
(α1+I∗)

β1 (α1+I∗)−β2I∗
E∗

的零点； 。

此时， 是全局渐近稳定的。

E0=

(
Λ

d+B−b
,0

)
证明　a. 在无病平衡点 处，模

型（2）的雅可比矩阵为
b−d−B − β1Λ

d+B−b

0 − (d+B+α+γ−bp)+
β1Λ

d+B−b


故模型（2）在无病平衡点处的线性近似方程的特征

根为

λ1 = − (d+B−b) < 0

λ2 = − (d+B+α+γ−bp)+
β1Λ

d+B−b
=

(d+B+α+γ−bp) (R0−1)

R0 < 1 λ2 < 0 E0

R0 < 1 R2
+

E0=

(
Λ

d+B−b
,0

)
R2
+ E0=

(
Λ

d+B−b
,0

)
当 时， 。故无病平衡点 是局部渐

近稳定的。另外，当 时，系统（2）在 内除

外无其他平衡点，因而系统（2）在

内无极限环。故无病平衡点 是全

局渐近稳定的。
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R0 > 1 E0

λ2 > 0 E0

b. 当 时，系统（2）在 处的线性近似方

程的特征根 ，故 是不稳定的。考虑函数

g (I) := Λ−
(d+B−b) (d+B+α+γ−bp)

(
1+β3I+α2I2

)
(α1+I)

β1 (α1+I)−β2I
−

(d+B+α−b) I

g (I) lim
I→+∞

g (I) = −∞ R0 >则 单调递减且 。又当 1时，

g (0) =
(d+B−b) (d+B+α+γ−bp)

β1
(R0−1) > 0

g(I)=0 (0,+∞) I∗
E∗ = (S ∗, I∗)

故 在 上存在唯一的解，记为 。因此，

模型（ 2）存在唯一的地方病平衡点 ，

其中

S ∗ =
(d+B+α+γ−bp)

(
1+β3I∗+α2I2

∗
)
(α1+ I∗)

β1 (α1+ I∗)−β2I∗

E∗下面考虑平衡点 的稳定性。定义如下正定

函数

V1 (S , I) =
(S −S ∗+ I− I∗)2

2
,V2 (I) = I− I∗− I∗ ln

I
I∗

则其沿着系统（2）的解轨线的全导数为

dV1

dt
= (S −S ∗+ I− I∗) [Λ− (d+B−b)S − (d+B−b+

α)I] = − (d+B−b) (S −S ∗)2− (d+B−b+α) (I−

I∗)2− (2d+2B−2b+α) (S −S ∗) (I− I∗)

dV2

dt
=

(
1− I∗

I

)[
bpI +

(
β1−

β2I
α1+ I

)
S I

1+β3I+α2I2 −dI −BI−αI−γI
]
=

(I− I∗)
[(
β1−

β2I
α1+ I

)
S

1+β3I+α2I2 −
(
β1−

β2I∗
α1+ I∗

)
S ∗

1+β3I∗+α2I2
∗

]
=

− β2S (I− I∗)
1+β3I+α2I2

(
I
α1+ I

− I∗
α1+ I∗

)
+

(
β1−

β2I∗
α1+ I∗

)
(I− I∗)

(
S

1+β3I+α2I2 −
S ∗

1+β3I∗+α2I∗2

)
=

− β2α1S (I− I∗)2(
1+β3I+α2I2) (α1+ I) (α1+ I∗)

+

(
β1−

β2I∗
α1+ I∗

)
(I− I∗)

(S −S ∗)+β3 (S I∗−S ∗I)+α2
(
S I2
∗ −S ∗I2

)
(
1+β3I+α2I2) (1+β3I∗+α2I∗2

) ⩽

(
β1−

β2I∗
α1+ I∗

)
(I− I∗)

(
1+β3I+α2I2

)
(S −S ∗)+β3S (I∗− I)+α2S

(
I2
∗ − I2

)
(
1+β3I+α2I2) (1+β3I∗+α2I∗2

) ⩽(
β1−

β2I∗
α1+ I∗

)
(S −S ∗) (I− I∗)
1+β3I∗+α2I∗2

V (S , I) = V1 (S , I)+ f V2 (I)令 ，其中

f =

(
1+β3I∗+α2I2

∗
)
(2d+2B−2b+α) (α1+ I∗)

(β1−β2) I∗+β1α1
（4）

V (S , I)容易验证 是无穷大正定函数，且

dV
dt
⩽ − (d+B−b) (S −S ∗)2− (d+B−b+α) (I− I∗)2 ⩽ 0

S=S ∗, I = I∗
E∗

等号仅在 时成立。因此，正平衡点

是全局渐近稳定的，疾病会形成地方病。引理

证毕。

E∗

由于随机模型（3）不存在地方病平衡点，但该

模型是确定性模型加入随机扰动得到的, 所以研究

随机模型的解在 附近的渐近行为在一定程度上

反映了疾病是否流行。

(S (0),I (0)) ∈ R2
+

(S (t) , I (t)) ∈ R2
+ t ⩾ 0

R0 > σ2
1 < d+B−b σ2

2 < d+B−b+α

定理 2　对于任意给定的初值 ，

， ，是模型（3）的全局解。当

1时，若 和 成立，

则模型（3）的解满足

lim
x→∞

sup
1
t

E
w t

0

[
(S (s)−S ∗)2+ (I (s)− I∗)2

]
ds ⩽

η1

η2

η1=σ
2
1S 2
∗ +σ

2
2I2
∗ +

fσ2
2I∗

2
η2 =min {m1,m2} ,m1 =

d+B−b−σ2
1,m2 = d+B−b+α−σ2

2 f

其中： ；

； 的表达式由

式（4）给出。

V1 (S , I) =
(S −S ∗+ I− I∗)2

2
,

V2 (I) = I− I∗− I∗ ln
I
I∗

证明　考虑正定函数

。由 Itô公式可得

LV1 = (S −S ∗+ I− I∗) [Λ− (d+B−b)S − (d+B−b+α) I]+
σ2

1S 2+σ2
2I2

2
=− (d+B−b) (S −S ∗)2−

(d+B−b+α) (I− I∗)2+
σ2

1S 2+σ2
2I2

2
− (2d+2B−2b+α) (S −S ∗) (I− I∗) ⩽ −

(
d+B−b−σ2

1

)
(S −S ∗)2−(

d+B−b+α−σ2
2

)
(I− I∗)2− (2d+2B−2b+α) (S −S ∗) (I− I∗)+σ2

1S ∗2+σ2
2I∗2 （5）
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LV2 =

(
1− I∗

I

) [
bpI+

(
β1−

β2I
α1+ I

)
S I

1+β3I+α2I2 −dI−BI −αI−γI
]
+
σ2

2I∗
2
=

(I− I∗)
[(
β1−

β2I
α1+ I

)
S

1+β3I+α2I2 −
(
β1−

β2I∗
α1+ I∗

)
S ∗

1+β3I∗+α2I2
∗

]
+
σ2

2I∗
2
=

− β2S (I− I∗)
1+β3I+α2I2

(
I
α1+ I

− I∗
α1+ I∗

)
+

(
β1−

β2I∗
α1+ I∗

)
(I− I∗)

(
S

1+β3I+α2I2 −
S ∗

1+β3I∗+α2I∗2

)
+
σ2

2I∗
2
=

− β2α1S (I− I∗)2(
1+β3I+α2I2) (α1+ I) (α1+ I∗)

+

(
β1−

β2I∗
α1+ I∗

)
(I− I∗)

(S −S ∗)+β3 (S I∗−S ∗I)+α2
(
S I2
∗ −S ∗I2

)
(
1+β3I+α2I2) (1+β3I∗+α2I∗2

) +

σ2
2I∗
2
⩽

(
β1−

β2I∗
α1+ I∗

)
(I− I∗)

(
1+β3I+α2I2

)
(S −S ∗)+β3S (I∗− I)+α2S

(
I2
∗ − I2

)
(
1+β3I+α2I2) (1+β3I∗+α2I∗2

) +
σ2

2I∗
2
⩽

(
β1−

β2I∗
α1+ I∗

)
(S −S ∗) (I− I∗)
1+β3I∗+α2I∗2

+
σ2

2I∗
2

（6）

V (S , I) = V1 (S , I)+ f V2 (I)定义正定函数 。由式（5）
和式（6）可得

LV ⩽ −
(
d+B−b−σ2

1

)
(S −S ∗)2−(

d+B−b+α−σ2
2

)
(I− I∗)2+σ2

1S 2
∗ +σ

2
2I2
∗+

fσ2
2I∗

2
= −m1(S −S ∗)2−m2(I− I∗)2+η1

故

dV ⩽
[
−m1(S −S ∗)2−m2(I− I∗)2+η1

]
dt+

(S −S ∗+ I− I∗) [σ1S dB1 (t)+σ2IdB2 (t)]+
σ2 (I− I∗)dB2 (t)

0 t对上式从 到 积分可得

V (S (t) , I (t))−V (S (0) , I (0)) ⩽w t

0

[
−m1(S −S ∗)2−m2(I− I∗)2

]
ds+η1t+M (t)

M (t)=
w t

0
(S−S ∗+I−I∗) [σ1S dB1 (s)+σ2IdB2 (s)]+

σ2 (I− I∗)dB2 (s)

其中，

是局部连续鞅。

对上式两边取数学期望，可得

EV (S (t) , I (t))−EV(S (0) , I (0)) ⩽

E
w t

0

[
−m1 (S −S ∗)2−m2(I− I∗)2

]
ds+η1t

因此，

lim
t→∞

sup
1
t

E
w t

0

[
(S (s)−S ∗)2+ (I (s)− I∗)2

]
ds ⩽

η1

η2

定理证毕。

R0 > 1

E∗ = (S ∗, I∗)

σ2
1 < d+B−b σ2

2 < d+B−b+α

当基本再生数 时，确定性模型（2）存在

唯一的地方平衡点 ，且是全局渐近稳定

的。从生物学的角度看，随着时间的增长，系统

的易感者和染病者将趋于某个常数值。定理 2表

明若考虑环境噪声的影响，且当噪声强度比较小

时，即 和 ，随机模型

（3）的解在时间均值意义下将围绕确定性模型（2）

E∗ R0 > 1的地方平衡点 振动。即当 时，系统的易感

者和染病者将在某个常数值附近波动，这时我们

认为疾病将会流行。

3    疾病的灭绝及遍历平稳分布的存
在性

传染病能否在某时间段内得以控制和根除是

流行病学研究的一个重要课题，首先讨论疾病灭

绝的条件。令

R̂0 =



4α2Λ (2β1−β2)(
4α2−β2

3

)
(d+B−b)

d+α+B+γ−bp+
σ2

2

2


，

−2
√
α2 < β3 < 0

Λ (2β1−β2)

(d+B−b)

d+α+B+γ−bp+
σ2

2

2


，β3 ⩾ 0

在讨论疾病的灭绝性之前，给出如下一个有

关该模型解的长时间行为的引理。

d+B−b >
σ2

1∨σ2
2

2
引理 2　如果 成立，则模型

（3）的解具有以下性质：

lim
t→∞

S (t)
t
= 0， lim

t→∞
I (t)

t
= 0， lim

t→∞

w t

0
S (s)dB1 (s)

t
= 0，

lim
t→∞

w t

0
I (s)dB2 (s)

t
= 0 a.s.

此引理的证明方法是常规的，详见文献 [11]，
这里不再证明。

(S (0) , I (0)) ∈ R2
+

(S (t) , I (t)) ∈ R2
+，t ⩾ 0

R̂0 < 1,d+B−b >
σ2

1∨σ2
2

2

定理 3　对于任意给定的初值 ，

，是模型（3）的全局解。如果

成立，则疾病将趋于灭绝，
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并且

lim
t→∞

I (t) = 0， lim
t→∞

sup ⟨S (t)⟩ = Λ

d+B−b
a.s.

证明　由随机模型（3）的第二个方程和 Itô公式

可得

dln I (t) ⩽

−d−B−α−γ+bp−
σ2

2

2
+(

β1−
β2I
α1+ I

)
S

1+β3I+α2I2

]
dt+σ2dB2(t)

−2
√
α2 < β3 < 0当 时，得到

dln I (t) ⩽

−d−B−α−γ+bp−
σ2

2

2
+

4α2 (2β1−β2)S
4α2−β2

3

dt+σ2dB2(t) （7）

β3 ⩾ 0当 时，得到

dln I (t) ⩽

−d−B−α−γ+bp−
σ2

2

2
+ (2β1−β2)S

dt+

σ2dB2(t) （8）

此外，由模型（3）可知

d(S (t)+ I(t)) = [Λ+ (b−B−d) (S + I)−αI]dt+
σ1S dB1 (t)+σ2IdB2(t) ⩽
[Λ+ (b−B−d) (S + I)]dt+
σ1S dB1 (t)+σ2IdB2(t) （9）

于是

lim
t→∞

sup ⟨S (t)+ I (t)⟩ ⩽ Λ

d+B−b
a.s. （10）

0 t

t

分别对式（6）和式（7）两边同时从 到 积分，

并同时除以 可得

ln I (t)− ln I (0)
t

⩽ −d−B−α−γ+bp−
σ2

2

2
+

1
t

w t

0

4α2 (2β1−β2)
4α2−β2

3

S (s)ds+
σ2B2(t)

t

ln I (t)− ln I (0)
t

⩽ −d−B−α−γ+bp−
σ2

2

2
+

1
t

w t

0
(2β1−β2)S (s)ds+

σ2B2(t)
t

lim
t→∞

B2 (t)
t
= 0

R̂0 < 1

由强大数定理[12] 可得 。所以，当

时，有

lim
t→∞

sup
ln I (t)

t
⩽

d+B+α+γ−bp+
σ2

2

2

(R̂0−1
)
< 0

lim
t→∞

I (t) = 0 a.s.

因此，在模型（3）中，感染者的数量将以指数

形式趋于零，即 。另一方面，由式

（8）可知

S (t)−S (0)
t

+
I (t)− I (0)

t
= Λ− (d+B−b) ⟨S ⟩−

(d+B−b+α) ⟨I⟩
σ1

w t

0
S (s)dB1 (s)

t
+

σ2

w t

0
I (s)dB2 (s)

t

根据引理 3得到

lim
t→∞

sup ⟨S (t)⟩ = Λ

d+B−b
a.s.

定理证毕。

X (t) n

dX (t) = f (X (t))dt+
n∑

r=1

σr (X (t))dBr (t)

A (x) =
(
ai j (x)

)
, ai j (x) =

n∑
r=1

σi
r (x) σ j

r (x)

若 为 维空间里的齐次马尔科夫过程，且

满足 ，定义扩散

矩阵为 。接下

来，将讨论随机模型（3）存在平稳分布的条件，从

而说明疾病的持久性。在此之前，首先回顾如下

引理。

X (t)

µ (·) Γ

D ⊂ Rn

引理 3[13]　马尔科夫过程 具有唯一遍历的

平稳分布 ，如果存在具有正规边界 的有界区

域 具有如下性质:

M
l∑

i, j=1

ai j (x)ξiξ j ⩾ M|ξ|2

x ∈ D ξ ∈ Rn

a. 存在一个正常数 满足 ，

， 。

C2 V

Rn\D LV x ∈ Rn

b. 存在一个非负的 函数 ，使得对任意的

， 是负的，则对所有的 成立

px

{
lim
t→∞

1
T

w T

0
f (X (t))dt =

w
Rn

f (x)µ (dx)
}
= 1

f (·) µ其中,  表示一个测度 可积的函数。

Rs
0 :=

β1−β2d+B−b+
σ2

1

2
+

2β1−β2√
α2+β3

d+α+B+γ−bp+
σ2

2

2


> 1

d+B−b >
σ2

1∨σ2
2

2

定理 4　如果

且 ，则模型（3）存在唯一的遍历

平稳分布。

(S (0) , I (0)) ∈ R2
+

(S (t) , I (t)) ∈ R2
+

证明　给定任意初始值 ，存在

唯一的全局解 。模型（3）的扩散矩

阵为

A =
 σ2

1S 2 0

0 σ2
2I2


A

C2

由于矩阵 为正定矩阵，显然引理 3的条件

a成立。定义一个 函数
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V̄ =M

S +
1
2
α2I2+β3I

d+α+B+γ−bp
− c1 ln S − c2 ln I

−
ln S +

1
θ+1

(S + I)θ+1 := MV1+V2+V3

V1 = S +

1
2
α2I2+β3I

d+α+B+γ−bp
− c1 ln S − c2 ln I;V2 =

− ln S；V3=
1
θ+1

(S+I)θ+1；c1=
Λ 2β1−β2√

α2+β3
+d+B−b+

σ2
1

2


；

其中：

c2 =
Λd+B+α+γ−bp+

σ2
2

2

 M

−Mλ+E ⩽ −2 θ

n > 1 Dn = (1/n,n)× (1/n,n)

lim inf
n→∞,(S ,I)∈R2

+\Dn

V̄ (S , I) = +∞ V̄ (S , I)

V̄ (S , I) R2
+

(
S̄ 0, Ī0

)
C2 V : R2

+→ R+ V (S (t) , I (t)) = V̄(S (t),

I(t))− V̄
(
S̄ 0, Ī0

)

； 是一个正常数且

满足 ； 为大于 1的正常数。对任

意 正 数 ， 记 区 域 ， 则

。由 连续性可知，

在 存在最小值点，记为 。定义一个

非负的 类函数  
。由 Itô公式可得

LV1 = Λ+ (b−d−B)S −
(
β1−

β2I
α1+ I

)
S I

1+β3I+α2I2 + (γ+bq) I− c1 (γ+bq) I
S

+
c1σ

2
1

2
−

1−β3I−α2I2+ c1 (d+B−b)− c1Λ

S
+

(
β1−

β2I
α1+ I

)
c1I

1+β3I+α2I2+(
β1−

β2I
α1+ I

)
(α2I+β3)S I

(d+α+B+γ−bp)
(
1+β3I+α2I2) + c2 (d+B+α+γ−bp)−(

β1−
β2I
α1+ I

)
c2S

1+β3I+α2I2 +
α2σ

2
2I2

2(d+α+B+γ−bp)
+

c2σ
2
2

2
+1 ⩽

−1−β3I−α2I2− c1Λ

S
−

(
β1−

β2I
α1+ I

)
c2S

1+β3I+α2I2 − (d+B−b)S −
(
β1−

β2I
α1+ I

)
S I

1+β3I+α2I2+

(γ+bq) I+
c1 (2β1−β2)
√
α2+β3

+
(2β1−β2)S

d+B+α+γ−bp
+

α2σ
2
2I2

2(d+α+B+γ−bp)
+ c1

d+B−b+
σ2

1

2

+
c2

d+B+α+γ−bp+
σ2

2

2

+Λ+1 ⩽ −3
[
Λ (β1−β2)c1c2

] 1
3 +

(2β1−β2)S
d+B+α+γ−bp

+3Λ+1+

(γ+bq) I+
α2σ

2
2I2

2(d+α+B+γ−bp)
= −3Λ

((
Rs

0

) 1
3 −1

)
+1+ (γ+bq) I+

α2σ
2
2I2

2(d+α+B+γ−bp)
+

(2β1−β2)S
d+B+α+γ−bp

= −λ+1+ (γ+bq) I+
α2σ

2
2I2

2(d+α+B+γ−bp)
+

(2β1−β2)S
d+B+α+γ−bp

Rs
0 > 1, λ = 3Λ

((
Rs

0

) 1
3 −1

)
> 0如果  则 。

LV2 = −
Λ

S
+d+B−b− (γ+bq)

I
S
+(

β1−
β2I
α1+ I

)
I

1+β3I+α2I2 +
σ2

1

2
⩽

− Λ
S
+

2β1−β2√
α2+β3

− (γ+bq)
I
S
+d+B−b+

σ2
1

2

LV3 = (S + I)θ [Λ+ (b−B−d)S + (b−B−d−α) I]+

σ2
1S 2+σ2

2I2

2
θ(S + I)θ−1 = Λ(S + I)θ+

(S + I)θ [(b−B−d) (S + I)−αI]+

σ2
1S 2+σ2

2I2

2
θ(S + I)θ−1 ⩽ A−

1
2

[
d+B−b− θ

2

(
σ2

1∨σ2
2

)] (
S θ+1+ Iθ+1

)
其中

A = sup
(S ,I)∈R2

+

{
Λ(S + I)θ − 1

2

[
d+B−b−

θ

2

(
σ2

1∨σ2
2

)] (
S θ+1+ Iθ+1

)}
<∞

因此，

LV ⩽ −Mλ+M+M (γ+bq) I+

Mα2σ
2
2I2

2(d+α+B+γ−bp)
+

M (2β1−β2)S
d+B+α+γ−bp

− Λ
S
+d+

B−b+
2β1−β2√
α3+β3

+
σ2

1

2
+A−

1
2

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

 (S θ+1+ Iθ+1
)

Dε =
{

(S , I) ∈ R2
+ : ε < S <

1
ε
,ε < I <

1
ε

}
ε Dc

ε

令 有 界 闭 集

， 是充分小的正常数，在 内且具有如下性质
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−Λ
ε
+D ⩽ −1 （11）

−Mλ+M (γ+bq)ε+
Mα2σ

2
2ε

2

2(d+α+B+γ−bp)
+E⩽−1 （12）

−1
4

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

 1
εθ+1 +F ⩽ −1 （13）

−1
4

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

 1
εθ+1 +G ⩽ −1 （14）

其中

D = sup
(S ,I)∈R2

+

−1
2

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

 (S θ+1+ Iθ+1
)
+

M (γ+bq) I+
Mα2σ

2
2I2

2(d+α+B+γ−bp)
+

M (2β1−β2)S
d+B+α+γ−bp

+
σ2

1

2
+d+B−

b+ A+M+
2β1−β2√
α2+β3

}

E = sup
(S ,I)∈R2

+

−1
2

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

 (S θ+1+ Iθ+1
)
+

σ2
1

2
+d+B−b+A+M+

2β1−β2√
α2+β3

+

M (2β1−β2)S
d+B+α+γ−bp

}

F = sup
(S ,I)∈R2

+

−1
4

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

S θ+1 −

1
2

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

 Iθ+1+M (γ+bq) I+

M (2β1−β2)S
d+B+α+γ−bp

+
Mα2σ

2
2I2

2(d+α+B+γ−bp)
+M+

d+B−b+
σ2

1

2
+A+

2β1−β2√
α2+β3

}

G = sup
(S ,I)∈R2

+

−1
4

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

 Iθ+1 −

1
2

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

S θ+1+M (γ+bq) I+

M (2β1−β2)S
d+B+α+γ−bp

+
Mα2σ

2
2I2

2(d+α+B+γ−bp)
+M+

d+B−b+
σ2

1

2
+A +

2β1−β2√
α2+β3

}
Dc
ε将 分为如下 4个区域：

D1
ε =

{
(S , I) ∈ R2

+ : 0 < S ⩽ ε
}

D2
ε =

{
(S , I) ∈ R2

+ : 0 < I ⩽ ε
}

D3
ε =

{
(S , I) ∈ R2

+ : S ⩾
1
ε

}
D4
ε =

{
(S , I) ∈ R2

+ : I ⩾
1
ε

}
Dc
ε LV ⩽ −1接下来只需证明，在区间 内， 。

(S , I) ∈ D1
ε LV ⩽ −Λ

S
+D ⩽

−Λ
ε
+D (S , I) ∈ D1

ε

LV ⩽ −1

情形 1　如果 ，则可得

，由式（11）可知，对于任意 ，有

。

(S , I) ∈ D2
ε情形 2　如果 ，则可以得到

LV ⩽ −Mλ+M (γ+bq) I+
Mα2σ

2
2I2

2(d+α+B+γ−bp)
+E ⩽

−Mλ+M (γ+bq)ε+
Mα2σ

2
2ε

2

2(d+α+B+γ−bp)
+E

(S , I) ∈ D2
ε

LV ⩽ −1

由式（12）及 M的定义可知，对于任意 ，

有 。

(S , I) ∈ D3
ε情形 3　如果 ，则

LV ⩽ − 1
4

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

S θ+1+F ⩽ −

1
4

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

 1
εθ+1 +F

(S , I) ∈ D3
ε LV ⩽ −1由式（13）可知，对于任意 ，有 。

(S , I) ∈ D4
ε情形 4　如果 ，则有

LV ⩽ −1
4

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

 Iθ+1+G ⩽

− 1
4

d+B−b−
θ
(
σ2

1∨σ2
2

)
2

 1
εθ+1 +G

(S , I) ∈ D4
ε LV ⩽ −1

ε > 0 (S , I) ∈ Dc
ε

LV ⩽ −1

由式（14）可知，对于任意 ，有 。

故存在充分小的 ，对于任意的 ，有

。引理 3条件 b成立，即模型（3）存在唯一

的遍历平稳分布。

4    数值模拟

(S (0) , I (0)) = (3,4)

Λ = 0.1, b = 0.1, B = 0.01, d = 0.1, q = 0.7, α = 0.2 γ =

0.1, β1 = 0.78, β2 = 0.18, α1 = 1, α2 = 5.6, β3 = 0.2

σ1 = 0.06, σ2 = 0.08 R0 > 1, σ2
1 = 0.036 <d+

本文利用数值模拟说明所得结论的正确性，

模拟过程采用 Milstein在文献 [14]中提到的方法。

首先，选取初始值 。选择参数

，

，

。此时，
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B−b = 0.01, σ2
2 = 0.006 4 < d+B−b+α= 0.210 0

E (S ∗, I∗)

，满足

定理 2的条件，模拟结果如图 1所示，蓝线和红

线分别表示确定性模型的解和随机模型的解。可

以直观地看到随着时间的增长，随机模型（3）的解

围绕着地方病平衡点 振动。因此，定理

2的结论得以验证。

(S (0) , I (0)) = (3,4)

Λ = 0.02, b = 0.1, B = 0.05, d = 0.09, q = 0.7

α = 0.49, γ = 0.1, β1 = 0.1, β2 = 0.1, α1 = 1, α2 = 4

其次，选择初始值 ，其他的

参数为 ，

，

σ1 = 0.06, σ2 = 0.08。如图 2所示，蓝线和红线分

别表示随机模型（3）的易感者和感染者的解曲线。

从图中可以看出加入随机扰动后，随机模型（3）疾
病将会灭绝，从而验证了定理 3的结论。

(S (0) , I (0)) = (3,4)

Λ= 3.5, b = 0.1, B = 0.15, d = 0.1, q = 0.7, α =

0.2, γ = 0.1, β1 = 0.78, β2 = 0.18, α1 = 1, α2 = 5.6 β3 =

0.2, σ1 = 0.06, σ2 = 0.08 Rs
0 = 1.963 9 > 1,

最后，选取初始值 ，其他

参数为

，

。此时 满足

定理 3的条件。从图 3可以直观地看出随机模型
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R0 > 1图 1    随机模型（3）与确定性模型（2）的解曲线（ ）

R0 > 1Fig.1    Solution curves of the stochastic model（3）and deterministic model（2）（ ）
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R̂0 < 1图 2    随机模型（3）的解曲线（ ）

R̂0 < 1Fig.2    Solution curves of the stochastic model（3）（ ）
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0 > 1Fig.3    Histograms of the solution of the stochastic model（3）（ ）
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（3）有遍历的平稳分布。进而验证了定理 3的结论。

5    总结与展望

R0 > 1

R̂0 < 1,d+B−b >
σ2

1∨σ2
2

2
I (t)

R̂0

β2 R̂0 β2

Rs
0 > 1

本文主要对考虑媒体报道影响和垂直传染的

随机 SIS模型进行了探讨。首先，证明了随机系统

（3）全局正解的存在唯一性，并且讨论了相应的确

定性模型的无病平衡点与地方病平衡点的全局稳

定性。其次，应用 Itô公式分析了该模型在地方病

平衡点附近的渐近行为。当 时，随机系统

（3）的解将在地方病平衡点附近振动。此时，可认

为疾病将会广泛流行。最后，得到了疾病灭绝的

条件以及该模型具有唯一遍历平稳分布的充分条

件。当 时，染病者 的数

量将以指数形式趋于零，即疾病灭绝。由 的表

达式可知，当 增大时， 将会减少，而 反映了

媒体报道导致的传染率的减少量。故考虑媒体报

道的影响可以使疾病更容易灭绝，从而有利于人

们对疾病的控制。当 时，随机模型（3）存在

唯一的遍历平稳分布，这也告诉我们疾病在时间

平均意义下是持久存在的。

本文研究的具有媒体报道影响和垂直传染的

随机 SIS传染病模型得到的结论有助于人们理解传

染病的发病机理和传播规律。此外，在时间延迟

和脉冲扰动的影响下，传染病的传播规律将会如

何演化，期望在后续工作中对这些问题进行深入

研究。
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