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一类具有时滞的随机 SISV 传染病模型的稳定性

周艳丽，    任同擎，    陈立范，    王宏杰
（上海健康医学院 文理教学部，上海 201318）

摘要：研究了一类具有非线性发生率和时滞的随机 SISV 传染病模型。利用 Lyapunov 函数和

Itô公式证明了随机模型存在全局唯一正解。对非时滞和含时滞随机 SISV 传染病模型进行了线性

化并得到了对应模型的解的均方指数稳定性。在白噪声适当的扰动条件下，证明了系统是依概率

稳定的。
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Stablilty of a stochastic SISV model with time delay

ZHOU Yanli，      REN Tongqing，      CHEN Lifan，      WANG Hongjie
(College of Arts and Science, Shanghai University of Medicine and Health Sciences, Shanghai 201318, China)

Abstract: A stochastic  SISV model  with time-delay and nonlinear  incidence rate  was considered.  The
global  existence  and  positivity  of  the  solution  were  obtained  by  means  of  Lyapunov  function  and  Itô
formula.  The  linearization  of  the  systems  without  or  with  time  delay  was  carried  out  and  their
exponential mean square stability was studied. The stochastic stability of the steady state of the system
was proved under the condition of suitable white noise perturbations.
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1    问题的提出

随机延迟微分方程是 Itô和 Nisio在 1964年引

入的，在过去的几十年受到了不少学者的关注并

取得了一定的成果[1-4]。文献 [5]研究了具有时滞的

随机 SIR（susceptible, infective and removed）传染病

模型，通过构造李雅普诺夫函数得到了无病平衡

点和地方病平衡点的渐近性态。文献 [6]在采用部

分保护性接种疫苗的情况下，得到了随机 SIS

（susceptible, infective and susceptible）传染病模型的

阈值。文献 [7]研究了具有饱和发生率的随机 SIR

和 SEIR（susceptible, exposed, infective and removed）

传染病模型，得到了模型的阈值，并根据阈值分

析了模型的动态传播行为。文献 [8]研究了一类具

有随机效应的 SIRI（ susceptible,  infective,  removed

and infective）传染病模型，讨论了随机模型的解在

相应确定性模型的平衡点附近的震荡行为以及随

机模型的解的持续存在和疾病灭绝的充分条件。
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βS f (I) β

f (I) ∈C2

考虑到疾病的发生和发展会受到接种时滞

和环境等随机因素的影响，本文建立了一类含

确定免疫期时滞的随机 SISV（susceptible, infective,
susceptible and vaccinated）传染病模型，并通过对

该随机模型的研究来揭示时滞和环境随机因素等

对疾病传播的动力学影响。由于疾病流行途径和

方式的复杂性，在以上文献的基础上，考虑了更

为一般的非线性发生率形式： ，其中， 表

示易感者和感染者之间的传染率，S表示易感者，

函数 满足以下性质[9]：

f (0) = 0; f ′(I) > 0, f ′′(I) < 0, I ⩾ 0 ;

lim
I→∞

f (I) = c <∞ （1）

f (I) [0, +∞)

I > 0 0 < f (I) ⩽ f ′(0)I

显然， 在 上是 Lipschitz连续且对所有的

，有 成立。 

2    模　型

S (t),I(t),V(t) t

N(t) t

A > 0 0 ⩽ q ⩽ 1

p ⩾ 0 d > 0

γ γ > 0 β

β > 0 τ τ ⩾ 0

设 分别表示   时刻易感者、染病者

与已接种的人数， 表示   时刻的总人口数，假

设没接种者都是易感者，A表示人口常数输入率，

；q表示接种者的比例， ；p表示易

感者被接种率， ；d表示自然死亡率， ；

表示疾病恢复率， ； 表示易感者和感染者

之间的传染率， ； 表示接种免疫期， 。

文献 [10]考虑确定性传染病模型

dS
dt
= A(1−q)−β f (I)S − (d+ p)S +γI+

[qA+ pS (t−τ)]e−dτ

dI
dt
= β f (I)S − (d+γ)I

dV
dt
= (qA+ pS )− [qA+ pS (t−τ)]e−dτ−dV

（2）

S (t)+ I(t)+V(t) = N(t)
dN(t)

dt
= A−dN(t)

N(t)→ A
d

(t→∞)

其中， ，且 ，则

。基本再生数

R0 =
β f ′(0)[A(1−q)+qAe−dτ]

(d+γ)[d+ p(1− e−dτ)]

R0 ⩽ 1 E0 =

(S 0, I0, V0)

当 ，模型（2）有唯一的无病平衡点

，且全局渐近稳定。

E0 =(S 0, I0, V0) =(
A(1−q)+qAe−dτ

d+ p(1− e−dτ)
, 0,

(qA+ pS 0)(1− e−dτ)
d

)
R0 > 1

E∗τ = (S ∗τ, I∗τ , V∗τ )

当 ，模型（2）则存在唯一的正平衡点（地

方病平衡点） ，且全局渐近稳定，

S ∗τ, I∗τ , V∗τ其中， 由下面的式子决定：

S ∗τ=
(d+γ)I∗τ
β f (I∗τ)

(qA+ pS ∗τ)(1− e−dτ) = d V∗τ
A(1−q)−β f (I∗τ)S

∗
τ−(d+p)S ∗τ+γI

∗
τ+(qA+pS ∗τ)e

−dτ=0

本文将在以上研究的基础上考虑一类具有接

种时滞的随机传染病模型

dS = [A(1−q)−β f (I)S − (d+ p)S +γI+

[qA+pS (t−τ)]e−dτ]dt+S g1(S , I, τ)dB1(t)

dI = [β f (I)S−(d+γ+α)I]dt+Ig2(S , I, τ)dB2(t)

dV = [(qA+pS )−[qA+pS (t−τ)]e−dτ−dV]dt

（3）

g1, g2 ∈C2 g1(S ∗τ, I
∗
τ , τ)=0, g2(S ∗τ, I

∗
τ , τ) =

0, B1(t), B2(t) (Ω, {Ft}t⩾0,P)

{Ft}t⩾0 Ω

σ F0

f (I) α ⩾ 0

α

其中， ，且满足

为定义在完备的概率空间

上的相互独立的标准布朗运动， 是 上的一

个 代数且满足通常条件（即右连续， 包含所有

零测集），函数 满足式（1）中的条件， ，

表示疾病额外死亡率。

由于模型（3）的前 2个方程不受第 3个方程的

影响，不影响结论的一般性，仅考虑如下模型：
dS = [A(1−q)−β f (I)S − (d+ p)S +γI+

[qA+pS (t−τ)]e−dτ]dt+S g1(S , I, τ)dB1(t)

dI = [β f (I)S−(d+γ+α)I]dt+Ig2(S , I, τ)dB2(t)

（4）

 

3    模型的全局正解存在唯一性

S (θ,ω) =

φ1(θ), φ1(0) > 0 I(0,ω) = φ2(0) > 0

S (θ,ω) = φ1(θ) ∈C([−τ,0],R+) t ⩾ 0

(S (t,ω), I(t,ω))

t ⩾ 0 S (t,ω) > 0, I(t,ω) > 0

t ⩾ 0

定理 1　假设模型（4）的初始条件为：

和 ，且系统的解满

足 。对所有 ，模型

（4）依概率 1存在唯一的正解 ，即对

所有 ， ，几乎必然成立。

此外，对所有 ，有下式成立：

E[S (t)+ I(t)] ⩽ 1+ e−dt
[
φ1(0)+φ2(0)+ p

w 0

−τ
edθφ1(θ)dθ

]
S (t) > 0, I(t) > 0

φ1(θ)，φ2(θ)，θ ∈ [−τ,0]

φi(θ) ∈C([−τ,0],R) i = 1,2

(S (t,ω), I(t,ω)) t ∈ [−τ,τe(ω)) τe(ω)

证明　由生物意义可知， 。现

证明随机模型（4）对于任意给定的初值都有唯一的

全局正解（即在有限时间内不会爆破），此时要求

系统的系数满足线性增长条件和局部 Lipschitz条

件，即对任意初始值 ，且

， ，模型（4）存在唯一的 1个

局部解 ， ，其中， 为

爆破时间[10]。但是，模型（4）的系数不满足线性增

长条件，故模型（4）的解在有限时间内有可能爆破。
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φi(θ) ∈C([−τ,0],R+), φi(0) > 0, i = 1,2

S (t), I(t) t ∈ (0, τe(ω))

记 。首先，

证明 在 上几乎必然为正。

定义停时：

t+ = sup {t ∈ (0, τe) : S |[0,t] > 0且I|[0,t] > 0}

t+ = τe
P{t+ < τe} > 0

现证明 ，几乎必然成立。为此，假设

。定义函数

V(t) = ln S (t)+ ln I(t)

ω ∈ {t+ < τe} t ∈ [0, t+)对几乎所有 和 ，利用 Itô公式，有

dV(t) =
1
S

{
[A(1−q)−β f (I)S − (d+ p)S +γI+

[qA+ pS (t−τ)]e−dτ]dt
}
+g1(S , I, τ)dB1(t)+

1
I

{[
β f (I)S − (d+γ+α)I

]
dt

}
+g2(S , I, τ)dB2(t)−

1
2

g2
1dt− 1

2
g2

2dt

整理可得

dV(t) =
[

A(1−q)
S

−β f (I)− (2d+ p+γ+α)+

[qA+ pS (t−τ)]e−dτ

S
+
γI
S
+
β f (I)S

I
−

1
2

g2
1−

1
2

g2
2

]
dt+g1dB1(t)+g2dB2(t) （5）

对式（5）两边从 0～t积分，可得

ln S (t)+ ln I(t)− ln φ1(0)− ln φ2(0) =
w t

0

[
A(1−q)

S
−β f (I)− (2d+ p+γ+α)+

[qA+pS (s−τ)]e−µτ
S

+
βS f (I)

I
+
γI
S
−1

2
g2

1(S , I, τ)−

1
2

g2
2(S , I, τ)

]
ds+

w t

0
g1(S (s), I(s), τ)dB1(s)+

w t

0
g2(S (s), I(s), τ)dB2(s)

S , I由于 均为非负，故下面不等式成立：

ln S (t)+ ln I(t)− ln φ1(0)− ln φ2(0) ⩾
w t

0

[
−(γ+2d+ p+α)−β f (I)− 1

2
g2

1−
1
2

g2
2

]
ds+

w t

0
g1dB1(s)+

w t

0
g2dB2(s) （6）

ω ∈ {t+ < τe} S (t) > 0,

I(t) > 0 t ∈ [0, t+) S (t+)I(t+) = 0

显然，几乎对所有的 ，都有

在 上成立，且 。所以，

lim
t→t+

[ln S (t)+ ln I(t)] = −∞

由式（6）可得

w t+

0

[
−(γ+2d+ p+α)−β f (I)− 1

2
g2

1−
1
2

g2
2

]
ds+

w t+

0
g1dB1(s)+

w t+

0
g2dB2(s) ⩽ −∞ （7）

t+ = τe

由于连续函数在有限闭区间上的积分是有限

的，故式（7）左端是有限的，这与式（6）左端的结

论相矛盾。所以，必有 ，几乎必然成立。

定义停时：

τk = sup {t ∈ [0, τe) : (S + I)|[0,t] ⩽ k}

k ⩾ φ1(0)+φ2(0) k→∞
τk τ∞ = lim

k→∞
τk τ∞ ⩽ τe

P{τ∞ , τe} = 0

且使得任意整数 。显然，当

时， 是递增的。记 ，则 ，几乎

必然成立。现利用反证法来证明

P{τ∞ < τe} > 0

ω ∈ {τ∞ < τe} k ⩾ φ1(0)+φ2(0)

假设 。由 Itô公式，几乎对所有

和所有整数 ，有

edτk (S (τk)+ I(τk)) = φ1(0)+φ2(0)+w τk
0

eds[A(1−q)− pS + (qA+ pS (s−τ))e−dτ−

αI]ds+
w τk

0
edsS g1dB1(s)+

w τk
0

edsIg2dB2(s)

S (τk)+ I(τk) = k k→
∞
容易得到， ，几乎必然成立。令

，有

φ1(0)+φ2(0)+
w τ∞

0
eds[A(1−q)− pS + (qA+

pS (s−τ))e−dτ−αI]ds+
w τ∞

0
edsS g1dB1(s)+

w τ∞
0

edsIg2dB2(s) =∞

τe = τ∞

显然，上式左端是有限值，故产生矛盾，假设不

成立。从而可得， ，几乎必然成立。

P{τe <∞, τ∞ <∞} = 0 T > 0现证明 。取任意实数  ，

利用 Itô公式可得

1{τe<∞}e
d(τk∧T )[S (τk ∧T )+ I(τk ∧T )]−

1{τe<∞}(φ1(0)+φ2(0)) = 1{τe<∞}
w τk∧T

0
eds[A(1−q)−

pS + (qA+ pS (s−τ))e−dτ−αI]ds+

1{τe<∞}
w τk∧T

0
edsS g1dB1(s)+w τk∧T

0
edsIg2dB2(s) （8）

1{·}其中， 是角标集合的示性函数。对式（8）两端求

期望，可得

E[1{τe<∞}e
d(τk∧T )[S (τk ∧T )+ I(τk ∧T )]] ⩽

φ1(0)+φ2(0)+E
[
1{τe<∞}

w τk∧T

0
eds[A(1−q)−

pS + (qA+ pS (s−τ))e−dτ−αI]ds
]

（9）
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显然，

1{τe<∞}e
d(τk∧T )[S (τk ∧T )+ I(τk ∧T )] ⩾

1{τe<∞,τk⩽T }[S (τk)+ I(τk)] = 1{τe<∞,τk⩽T }k

故可得

E
[
1{τe<∞}

w τk∧T

0
eds[A(1−q)− pS + (qA+ pS (s−

τ))e−dτ−αI]ds
]
= E

[
1{τe<∞}

(w τk∧T

0
edsA(1−q)ds−

p
w τk∧T

0
edsS (s)ds−α

w τk∧T

0
edsI(s)ds

)
+

w τk∧T

0
edsqAe−dτds+

w τk∧T

0
eds pS (s−τ)e−dτds

]
（10）

其中，
w τk∧T

0
edsA(1−q)ds=

A(1−q)
d

(ed(τk∧T )−1) （11）

p
w τk∧T

0
edsS (s−τ)e−dτds =

p
w τk∧T

0
S (s−τ)ed(s−τ)ds = p

w τk∧T−τ

−τ
S (u)edudu =

p
w 0

−τ
S (s)edsds+ p

w τk∧T−τ

0
S (s)edsds （12）

− p
w τk∧T

0
edsS (s)ds =

− p
w τk∧T−τ

0
edsS (s)ds− p

w τk∧T

τk∧T−τ
edsS (s)ds （13）

w τk∧T

0
edsqAe−dτds =

qAe−dτ

d

(
ed(τk∧T )−1

)
（14）

联立式（10）～（14），可得

E
[
1{τe<∞}

w τk∧T

0
eds[A(1−q)− pS + (qA+

pS (s−τ))e−dτ−αI]ds
]
=

E
[
1{τe<∞}

A(1−q)+qAe−dτ

d

(
ed(τk∧T )−1

)
+

p
w 0

−τ
S (s)edsds− p

w τk∧T

τk∧T−τ
edsS (s)ds−

α
w τk∧T

0
edsI(s)ds

]
⩽ edτ+ p

w 0

−τ
edθφ1(θ)dθ （15）

联立式（9）和式（15），可得

P{τe <∞, τk ⩽ T }k ⩽ φ1(0)+φ2(0)+edT + p
w 0

−τ
edθφ1(θ)dθ

lim
k→∞

P{τe <∞, τk ⩽ T } = 0 P{τe <∞,
τ∞ ⩽ T } = 0

显然，有 ，所以，

。

T > 0 P{τe <∞, τ∞ <∞} = 0对任意的 ，有 。由于，

{τe <∞} ={τe <∞, τ∞ <∞}∪{τe <∞, τ∞ =∞} ⊆
{τe <∞, τ∞ <∞}∪{τe , τ∞}

P{τe <∞} = 0 P{τe =∞} = 1 τe =∞所以， 。故可得 ，即 ，

几乎必然成立。

t ⩾ 0当 时，利用类似方法可推得

E[edt(S (t)+ I(t))] = φ1(0)+φ2(0)+E
[w t

0
eds[A(1−q)−

pS + (qA+ pS (s−τ))e−dτ−αI]ds
]
⩽

φ1(0)+φ2(0)+ edt + p
w 0

−τ
edθφ1(θ)dθ

即

E[(S (t)+ I(t))]⩽ 1+e−dt
[
φ1(0)+φ2(0)+ p

w 0

−τ
edθφ1(θ)dθ

]
 

4    模型（4）线性化和解的均方指数
稳定性

E∗τ = (S ∗τ, I
∗
τ)现讨论随机模型（4）地方病平衡点

处所对应线性系统的稳定性，并分别讨论时滞为

零和时滞不为零这两种情况。

f (I) f (I)由于函数 满足式（1）中的条件，所以，

可以写为

f (I) = aτ+bτ(I− I∗τ)+F(I− I∗τ , τ)

F (I− I∗τ)

F(0, τ) = F′I(0, τ) = 0 τ ⩾ 0

其中， 表示 的次数大于等于 2的部分，且

满足 ， 。

E∗τ = (S ∗τ, I
∗
τ)由于 是模型（4）的正平衡点，故有

下式成立： A(1−q)−β f (I∗τ)S
∗
τ−(d+p)S ∗τ+γI

∗
τ+(qA+pS ∗τ)e

−dτ=0

β f (I∗τ)S
∗
τ−(d+γ+α)I∗τ =0

或 A(1−q)−βaτS ∗τ − (d+ p)S ∗τ +γI
∗
τ + (qA+ pS ∗τ)e

−dτ = 0

βaτS ∗τ − (d+γ+α)I∗τ = 0

对模型（4）在正平衡点处作如下坐标变换：

u1 = S −S ∗τ, u2 = I− I∗τ

g1(S , I, τ) g2(S , I, τ)模型（4）中的  和 可以化为

g1(S , I, τ) = σ11(τ)u1+σ12(τ)u2+ g̃1(u1,u2, τ)

g2(S , I, τ) = σ21(τ)u1+σ22(τ)u2+ g̃2(u1,u2, τ)

g̃1(u1,u2, τ) g̃2(u1,u2, τ) u1,u2其中， 和 分别表示 次数大

于等于 2的部分。

结合以上所讨论的内容，则模型（4）可化为如

下形式：
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du1(t) =[−(d+βaτ+ p)u1(t)+ (γ−bτβS ∗τ)u2(t)+

pu1(t−τ)e−dτ+ F̃1(u1,u2, τ)]dt+

[S ∗τ(σ11(τ)u1(t)+σ12(τ)u2(t))+

G̃1(u1,u2, τ)]dB1(t)

du2(t) =[βaτu1(t)+ (βbτS ∗τ −d−γ−α)u2(t)+

F̃2(u1,u2, τ)]dt+ [I∗τ(σ21(τ)u1(t)+

σ22(τ)u2(t))+ G̃2(u1,u2, τ)]dB2(t) （16）

F̃1(u1,u2, τ), F̃2(u1,u2, τ), G̃1(u1,u2, τ) G̃2(u1,

u2, τ) u1,u2

其中， 和

代表 次数大于等于 2的部分。

与模型（16）对应的线性部分

du1(t) =[−(d+βaτ+ p)u1(t)+ (γ−bτβS ∗τ)u2(t)+

pu1(t−τ)e−dτ]dt+ [S ∗τ(σ11(τ)u1(t)+

σ12(τ)u2(t))]dB1(t)

du2(t) =[βaτu1(t)+ (βbτS ∗τ −d−γ−α)u2(t)]dt+

[I∗τ(σ21(τ)u1(t)+σ22(τ)u2(t))]dB2(t)（17）

τ= 0以及时滞  时所对应的线性部分

du1(t) =[−(d+βa0)u1(t)+ (γ−b0βS ∗0)u2(t)]dt+

[S ∗0(σ11(0)u1(t)+σ12(0)u2(t))]dB1(t)

du2(t) =[βa0u1(t)+ (βb0S ∗0−d−γ−α)u2(t)]dt+

[I∗0(σ21(0)u1(t)+σ22(0)u2(t))]dB2(t) （18）

在讨论模型（17）和模型（18）的稳定性之前，

先给出引理 1。
引理 1　定义：

mτ=
2d(d+γ+α−βbτS ∗τ)+βaτ(2d+γ+α−βbτS ∗τ)

β2a2
τ

（19）

qτ = 4mτ(d+βaτ)(d+γ+α−βbτS ∗τ)−

(βbτS ∗τ −γ−α−mτβaτ)2 （20）

则有

Aτ = d+γ+α−βbτS ∗τ > 0, mτ > 0, qτ > 0

βaτS ∗τ − (d+γ+α)I∗τ = 0 bτ证明 　 由 和 的 定 义

可知，

Aτ =d+γ+α−βbτS ∗τ =

d+γ+α− f ′(I∗τ)
(d+γ+α)I∗τ

f (I∗τ)
=

(d+γ+α)
f (I∗τ)− f ′(I∗τ)I

∗
τ

f (I∗τ)

利用拉格朗日中值定理可得

f (I∗τ)− f ′(I∗τ)I
∗
τ = f (I∗τ)− f (0)+ f (0)− f ′(I∗τ)I

∗
τ =

f ′(I1)(I∗τ −0)+ f (0)− f ′(I∗τ)I
∗
τ =

f ′(I1)I∗τ − f ′(I∗τ)I
∗
τ = f ′′(I2)(I1− I∗τ)I

∗
τ

0 < I1 < I2 < I∗τ f ′′(I2) < 0

f ′′(I2)(I1− I∗τ)I
∗
τ > 0 Aτ = d+γ+

α−βbτS ∗τ > 0 mτ > 0

其中， 。又由式（1）可知， ，

所以，有 ，显然，可得

 和  成立。

qτ对 进行化简：

qτ =4mτ(d+βaτ)(d+γ+α−βbτS ∗τ)−

(βbτS ∗τ −γ−α−mτβaτ)2 =

4d(d+βaτ)(d+γ+α−βbτS ∗τ)(d+α+γ−βbτS ∗τ+βaτ)
β2a2
τ

qτ显然， 也为正值。

τ= 0首先，讨论时滞  时，模型（18）的平凡解

均方指数稳定。

定理 2　保持前面所提到的假设和符号不变。

如果条件

2(d+βa0)−S ∗0
2σ2

11−m0I∗0
2σ2

21 > 0

[2(d+βa0)−S ∗0
2σ2

11−q0I∗0
2σ2

21][2m0(α+

d+γ−βb0S ∗0)−S ∗0
2σ12

2−m0I∗0
2σ2

22]−

[βb0S ∗0−γ−m0βa0−S ∗0
2σ11σ12−

m0I∗0
2σ21σ22]2 > 0

（21）

σi j = σi j(0), i, j = 1,2

成立，则模型（18）的平凡解均方指数稳定，记

。

C2 V : R2→ R+证明　定义一个 函数 ，

V(u1,u2) = u2
1+m0u2

2 （22）

其中，

m0 =
2d(d+γ+α−βb0S ∗0)+βa0(2d+γ+α−βb0S ∗0)

β2a2
0

 

显然，V(u1, u2)正定，由 Itô公式可得

dV(u1,u2) =LVdt+2S ∗0(σ11u2
1+σ12u1u2)dB1(t)+

2m0I∗0(σ21u1u2+σ22u2
2)dB2(t) （23）

其中，

LV =2u1[−(βa0+d)u1+ (γ−βb0S ∗0)u2]+

S ∗0
2(σ11u1+σ12u2)2+2m0u2[βa0u1+ (βb0S ∗0−

(d+α+γ))u2]+m0I∗0
2(σ21u1+σ22u2)2 =

− [2(βa0+d)−S ∗0
2σ2

11−m0I∗0
2σ2

21]u2
1−2(βb0S ∗0−

γ−m0βa0−S ∗0
2σ11σ12−m0I∗0

2σ21σ22)u1u2−

[2m0(d+α+γ−βb0S ∗0)−S ∗0
2σ2

12−m0I∗0
2σ2

22]u2
2

定义：
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H11 =2(βa0+d)−S ∗0
2σ2

11−m0I∗0
2σ2

21

H12 =H21 = βb0S ∗0−γ−m0βa0−

S ∗0
2σ11σ12−m0I∗0

2σ21σ22

H22 =2m0(d+α+γ−βb0S ∗0)−S ∗0
2σ2

12−m0I∗0
2σ2

22

于是

LV = −H11u2
1−2H12u1u2−H22u2

2

显然，由条件式（21）可知下面 2个矩阵：

H =
(

H11 H12
H21 H22

)
, G =


H11

H12√
m0

H21√
m0

H22


均是正定矩阵，且

(u1 u2) H
(

u1
u2

)
=

(
u1

√
m0u2

)
G

(
u1√
m0u2

)
(u1,u2) ∈ R2因此，对所有的 满足下列关系：

λmin(G)V(u1,u2) ⩽ (u1 u2) H
(

u1
u2

)
⩽ λmax(G)V(u1,u2)

λmin(G),λmax(G)其中， 分别表示矩阵 G的最小和最

大特征值。

ν1=λmin(G)令 ，则

LV(u1,u2) = −H11u2
1−2H12u1u2−H22u2

2 =

− (u1 u2) H
(

u1
u2

)
⩽ −ν1V(u1,u2) （24）

结合式（23）和式（24）并积分，可得

eν1t(V(u1,u2)−V(ξ1, ξ2)) =
w t

0
eν1 s[ν1V(u1(s),u2(s))+

LV(u1(s),u2(s))]ds+2S ∗0
w t

0
eν1 s(σ11u2

1(s)+

σ12u1(s)u2(s))dB1(s)+2m0I∗0
w t

0
eν1 s(σ21u1u2+

σ22u2
2)dB2(s) （25）

对式（25）两端取期望并结合式（24），可得

eν1tE[V(u1(t),u2(t))]−E[V(ξ1, ξ2)] ⩽ 0

即

E[ u2
1(t)+m0u2

2(t) ] ⩽ e−ν1tE[ ξ21 +m0ξ
2
2 ]

故模型（18）的平凡解是均方指数稳定的。

τ , 0现讨论含有时滞（即时滞 ）时线性系统（17）
的稳定性。

Gτ = (Gi j
τ ), σi j = σi j(τ), i, j = 1,2

为了方便起见，首先给出一些符号的定义，记

，定义：

G11
τ =2(βaτ+d+ p)−S ∗

2

τ σ
2
11−mτI∗

2

τ σ
2
21

G12
τ =G21

τ = (βbτS ∗τ −γ−mτβaτ−

S ∗
2

τ σ11σ12−mτI∗
2

τ σ21σ22)/
√

mτ

G22
τ =(2mτ(d+α+γ−βbτS ∗τ)−

S ∗
2

τ σ
2
12−mτI∗

2

τ σ
2
22)/mτ

和

Jτ =



(βmτ+ p)2 (βmτ+ p)(βbτS ∗τ −γ)√
mτ

(βmτ+ p)p
√

mτ
(βmτ+ p)(βbτS ∗τ −γ)√

mτ

(βbτS ∗τ −γ)2

mτ

p(γ−βbτS ∗τ)
mτ

(βmτ+ p)p
√

mτ

p(γ−βbτS ∗τ)
mτ

p2

mτ


|Jτ|= 0令 ，可得

λmin(Jτ) = 0, λmax(Jτ) = (βmτ+ p)2+
(βbτS ∗τ −γ)2+ p2

mτ

τ σi j = σi j(τ), i, j = 1,2定理 3　如果 和 满足下列

条件：  G11
τ > 0, G11

τ G22
τ − (G12

τ )2 > 0

λmin(Gτ) > pτ(1+λmax(Jτ))

则模型（17）的平凡解是均方指数稳定的。

证明　定义：

Gτ =
 G11

τ G12
τ

G21
τ G22

τ


(u1,u2) ∈ R2则对所有的 ，有如下结论：

(
u1
√

mτu2
)
Gτ

 u1
√

mτu2

 ⩾ λmin(Gτ)(u2
1+mτu2

2) （26）

ν2 > 0选择 ，且满足

λmin(Gτ)− ν2 > pτ[1+λmax(Jτ)eν2τ]

V : R2→ R+
V(u1,u2) = u2

1+mτu2
2

定义一个光滑函数 ：

　　　　　　　

由 Itô公式可得

eν2tV(u1(t),u2(t))−V(u1(0),u2(0)) =w t

0
eν2 s[ν2V(u1(s),u2(s))+LV(u1(s),u2(s))]ds+

w t

0
eν2 s[2S ∗τu1(s)(σ11(τ)u1(s)+σ12(τ)u2(s))dB1(s)+

2mτI∗τu2(s)(σ21(τ)u1(s)+σ22(τ)u2(s))dB2(s)]（27）
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其中，

LV(u1(s),u2(s)) = −[2(d+βaτ)−S ∗
2

τ σ
2
11(τ)−

mτI∗
2

τ σ
2
21(τ)]u2

1(s)−2[βbτS ∗τ −γ−mτβaτ−

S ∗
2

τ σ11(τ)σ12(τ)−mτI∗
2

τ σ21(τ)σ22(τ)]u1(s)u2(s)−

[2mτ(d+γ+α−βbτS ∗τ)−S ∗
2

τ σ
2
12(τ)−

mτI∗
2

τ σ
2
22(τ)]u2

2(s)+

2pu1(s)[u1(s−τ)e−µτ−u1(s)] （28）

Gτ = (Gi j
τ ) LV(u1(s),u2(s))根据 的定义， 又可以写

成如下形式：

LV(u1(s),u2(s)) =− (u1(s),
√

mτu2(s))Gτ

 u1(s)
√

mτu2(s)

+
2pu1(s)(u1(s−τ)e−dτ−u1(s)) （29）

将式（29）代入式（27），并两端取期望，可得

eν2tE[V(u1(t),u2(t))]−E[V(u1(0),u2(0))] =w t

0
eν2 sν2E[V(u1(s),u2(s))]ds−

w t

0
eν2 sE

[
(u1(s),

√
mτu2(s))Gτ

(
u1(s)
√

mτu2(s)

)]
ds+

w t

0
eν2 sE[2pu1(s)(u1(s−τ)e−dτ−u1(s))]ds （30）

结合式（26）和式（30），显然有下式成立：

E
[
−(u1(s),

√
mτu2(s))Gτ

(
u1(s)√
mτu2(s)

)]
⩽

−λmin(Gτ)E[V(u1(s),u2(s))] （31）

u1(η)edη对函数 利用 Itô公式，可得

u1(s−τ)e−dτ−u1(s) = −e−ds(u1(s)eds−u1(s−τ)ed(s−τ)) =

− e−ds
w s

s−τ
edη(−(βaτ+ p)u1(η)+

(γ−βbτS ∗τ)u2(η)+ pu1(η−τ)e−dτ)dη−
e−ds

w s

s−τ
edη[S ∗τ(σ11(τ)u1(η)+σ12(τ)u2(η))]dB1(η)

对上式取期望，

E[2pu1(s)(u1(s−τ)e−dτ−u1(s))] = −2pE
[
u1(s)e−ds

w s

s−τ
edη(−(βaτ+ p)u1(η)+ (γ−βbτS ∗τ)u2(η)+ pu1(η−τ)e−dτ)dη

]
⩽

2pE
[w s

s−τ
|u1(s)| · |(−βaτ− p)u1(η)+ (γ−βbτS ∗τ)u2(η)+ pu1(η−τ)e−µτ|dη

]
⩽

pE
[w s

s−τ
(|u1(s)|2+ |(−βaτ− p)u1(η)+ (γ−βbτS ∗τ)u2(η)+ pu1(η−τ)e−µτ|2)dη

]
=

pE


w s

s−τ

|u1(s)|2+ (u1(η),
√

mτu2(η),
√

mτu1(η−τ)e−dτ)Jτ


u1(η)
√

mτu2(η)
√

mτu1(η−τ)e−dτ


dη

 ⩽
pE

[w s

s−τ

(
|u1(s)|2+λmax(Jτ)

(
u2

1(η)+mτu2
2(η)+mτu2

1(η−τ)e−2dτ
))

dη
]
⩽

pτE[V(u1(s),u2(s))]+ pλmax(Jτ)
w s

s−τ
(E[V(u1(η),u2(η))]+E[V(u1(η−τ),u2(η−τ))])dη （32）

将式（31）和式（32）代入式（30），可得

eν2tE[V(u1(t),u2(t))]−E[V(u1(0),u2(0))] ⩽

(ν2−λmin(Gτ)+ pτ)
w t

0
eν2 sE[V(u1(s),u2(s))]ds+

pλmax(Jτ)
w t

0

(
eν2 s

w s

s−τ
(E[V(u1(η),u2(η))]+

mτE[V(u1(ζ −τ),u2(ζ −τ))])dη
)
ds （33）

由 w t

0
(eν2 s

w s

s−τ
E[V(u1(η),u2(η))]dη)ds =w t

−τ

(
E[V(u1(η),u2(η))]

w (η+τ)∧t

η∨0
eν2 sds

)
dη ⩽

τeν2τ
w t

−τ
eν2ηE[V(u1(η),u2(η))]dη =

τeν2τ
(w 0

−τ
eν2ηE[V(u1(η),u2(η))]dη+

w t

0
eν2ηE[V(u1(η),u2(η))]dη

)
（34）

和
w t

0
(eν2 s

w s

s−τ
E[V(u1(η−τ),u2(η−τ))]dη)ds ⩽

τeν2τ
(w 0

−2τ
eν2ηE[V(u1(η),u2(η))]dη+

w t−τ

0
eν2ηE[V(u1(η),u2(η))]dη

)
（35）

将式（34）和式（36）代入式（33），可得

eν2tE[V(u1(t),u2(t))]−E[V(u1(0),u2(0))] ⩽

(ν2−λmin(Gτ)+ pτ+ pτλmax(Jτ)eν2τ+

pτmτλmax(Jτ)eν2τ)
w t

0
eν2 sE[V(u1(s),u2(s))]ds+

pτλmax(Jτ)eν2τ
w 0

−τ
eν2ηE[V(u1(η),u2(η))]dη+

pτmτλmax(Jτ)eν2τ
w 0

−2τ
eν2ηE[V(u1(η),u2(η))]dη

即
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E[u1(t)2+qτu2(t)2] ⩽ e−ν2t(E[V(u1(0),u2(0))]+

pτλmax(Jτ)eν2τ
w 0

−τ
eν2ηE[V(u1(η),u2(η))]dη+

pτmτλmax(Jτ)eν2τ
w 0

−2τ
eν2ηE[V(u1(η),u2(η))]dη)

从而证得模型（17）的平凡解是均方指数稳定

的，模型（4）正平衡点是均方指数稳定的。 

5    模型解的依概率稳定性

现证明模型（4）和式（16）在正平衡点处依概率

稳定。

τ σi j = σi j(τ), i, j = 1,2定理 4　如果 和 满足下列

条件：  G11
τ > 0, G11

τ G22
τ − (G12

τ )2 > 0

λmin(Gτ) > pτ(1+λmax(Jτ))

则模型（17）的平凡解依概率稳定。

ε1

ε2

证明　由定理 3的条件可知，存在正常数 和

，使得

λmin(Gτ)−ε1 > pτ(1+ (ε2+
√
λmax(Jτ))2)

V(u1,u2) = u2
1+mτu2

2

(u1(t),u2(t))

(ξ1, ξ2) ξi ∈C([−τ,
0],R+)

考虑 Lyapunov函数 （利用

定理 3证明过程中所定义的函数），  是

初始值为 的模型（16）的解，其中，

。

定义停时：

Tr = inf {t ⩾ 0 : u2
1(t)+u2

2(t) ⩾ r2

t ⩾ 0对任意 ，由 Itô公式可得

V(u1(t∧Tr),u2(t∧Tr))−V(u1(0),u2(0)) =
w t∧Tr

0
[LV(u1(s),u2(s))+F1(u1(s),u2(s), τ)]ds+w t∧Tr

0
2u1(s)(S ∗τ(σ11(τ)u1(s)+σ12(τ)u2(s))+

G̃1(u1(s),u2(s), τ))dB1(s)+w t∧Tr

0
2mτu2(s)(I∗τ(σ21(τ)u1(s)+σ22(τ)u2(s))+

G̃2(u1(s),u2(s), τ))dB2(s) （36）

LV(u1(s),u2(s))其中， 与式（28）或式（29）相同，且

F1(u1(s),u2(s), τ) = 2u1(s)F̃1(u1(s),u2(s), τ)+

2S ∗τ(σ11(τ)u1(s)+σ12(τ)u2(s))G̃1(u1(s),u2(s), τ)+

G̃2
1(u1(s),u2(s), τ)+2mτu2(s)F̃2(u1(s),u2(s), τ)+

mτG̃2
2(u1(s),u2(s), τ)+2mτI∗τ(σ21(τ)u1(s)+

σ22(τ)u2(s))G̃2(u1(s),u2(s), τ)

F̃1(u1,u2, τ), F̃2(u1,u2, τ), G̃1(u1,u2, τ) G̃2(u1,

u2, τ) u1,u2

其中， 和

代表 次数大于等于 2的部分。

将式（29）代入到式（36）并取期望，可得

E[V(u1(t∧Tr),u2(t∧Tr))]−V(u1(0),u2(0)) =

E

w t∧Tr

0
−(u1(s),

√
mτu2(s))Gτ

 u1(s)
√

mτu2(s)

ds

+
E
[w t∧Tr

0
2pu1(s)(u1(s−τ)e−µτ−u1(s))ds

]
+

E
[w t∧Tr

0
F1(u1(s),u2(s), τ)ds

]
（37）

注意到式（37）的第一部分，

E
w t∧Tr

0
−(u1(s),

√
mτu2(s))Gτ

 u1(s)
√

mτu2(s)

ds
 ⩽

E
[w t∧Tr

0
−λmin(Gτ)V(u1(s),u2(s))ds

]
对式（37）第二部分，利用 Itô公式可得

u1(s−τ)e−dτ−u1(s) =

e−ds(u1(s−τ)ed(s−τ)−u1(s)eds) =

− e−ds
w s

s−τ
edη[(−βaτ− p)u1(η)−

βbτS ∗τu2(η)+ pu1(η−τ)e−µτ+

F̃1(u1(η),u2(η), τ)]dη−

e−ds
w s

s−τ
edη[S ∗τ(σ11(τ)u1(η)+

σ12(τ)u2(η))+

G̃1(u1(η),u2(η), τ)]dB1(η)

F̃1(u1,u2, τ) u1 u2由于 表示 和 次数大于等于 2的

部分，所以

lim
u2

1+u2
2→0

F1(u1,u2, τ)
V(u1,u2)

= lim
u2

1+u2
2→0

F̃1(u1,u2, τ)√
V(u1,u2)

= 0

δ1 > 0

u2
1+u2

2 ⩽ δ1

成立。于是， 可以找到一个确定的常数 ，且

满足 ，使得

|F1(u1,u2, τ)| ⩽ ε1V(u1,u2)

|F̃1(u1,u2, τ)| ⩽ ε2
√

V(u1,u2)

成立。为方便起见，记

δ =min

 r
2
,

 r2ε(1∧mτ)

1+ pτ2(ε2+
√

(1∨mτ)λmax(Jτ))
2


1
2


ε ∈ (0,1) r ∈ (0, δ1) ∥ξ1∥2+ ∥ξ2∥2 ⩽
δ

对任意 和 ，且满足

，可得
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E
[w t∧Tr

0
2pu1(s)(u1(s−τ)e−µτ−u1(s))ds

]
= E

[w t∧Tr

0
2pu1(s)

w s

s−τ
−eµ(η−s)[(−βaτ− p)u1(η)−βbτS ∗τu2(η)+ pu1(η−τ)e−µτ+

F̃1(u1(η),u2(η), τ)]dηds
]
⩽ 2pE

[w t∧Tr

0

w s

s−τ
|u1(s)|[|(−βaτ− p)u1(η)−βbτS ∗τu2(η)+ pu1(η−τ)e−µτ|+

|F̃1(u1(η),u2(η), τ)|]dηds
]
⩽ 2pE

[w t∧Tr

0

w s

s−τ
|u1(s)|[(

√
(1∨mτ)λmax(Jτ)+ε2)

√
V(u1(η),u2(η))]dηds

]
⩽

pE
[w t∧Tr

0

w s

s−τ
(|u1(s)|2+ (

√
(1∨mτ)λmax(Jτ)+ε2)2V(u1(η),u2(η)))dηds

]
⩽

pτE
[w t∧Tr

0
V(u1(s),u2(s))ds

]
+ p(

√
λmax(Jτ)+ε2)2E

[w t∧Tr

0

w s

s−τ
V(u1(η),u2(η))dηds

]
但是，

E
[w t∧Tr

0

w s

s−τ
V(u1(η),u2(η))dηds

]
=

E
[w t∧Tr

−t
V(u1(η),u2(η))

w (η+τ)∧t∧Tr

η∨0
dsdη

]
⩽

τE
[w t∧Tr

0
V(u1(s),u2(s))ds

]
+τE

[w 0

−τ
V(u1(η),u2(η))dη

]
所以，有

E
[w t∧Tr

0
2pu1(s)(u1(s−τ)e−µτ−u1(s))ds

]
⩽

pτ
[
1+ (

√
λmax(Jτ)+ε2)2

]
E
[w t∧Tr

0
V(u1(s),u2(s))ds

]
+

pτ
( √
λmax(Jτ)+ε2

)2 w 0

−τ
V(u1(η),u2(η))dη

而

E
[w t∧Tr

0
F̃1(u1(s),u2(s), τ)ds

]
⩽E

[w t∧Tr

0
ε1V(u1(s),u2(s))ds

]
由以上不等式可得

E[V(u1(t∧Tr),u2(t∧Tr))]−V(u1(0),u2(0)) ⩽

E
[w t∧Tr

0
[ε1−λmin(Gτ)+ pτ(1+(

ε2+
√
λmax(Jτ))2

)
V(u1(s),u2(s))ds

]
+

pτ
(
ε2+

√
λmax(Jτ)

)2 w 0

−τ
V(u1(η),u2(η))dη

因此，

E[V(u1(t∧Tr),u2(t∧Tr))] ⩽ V(u1(0),u2(0))+

pτ(ε2+
√
λmax(Jr))E

[w 0

−τ
V(u1(η),u2(η))dη

]
⩽ ∥ξ1∥2+

qτ∥ξ2∥2+ pτ2[aτ(ε2+
√
λmax(Jr))[∥ξ1∥2+mτ∥ξ2∥2] ⩽

[1+ pτ2(ε2+
√
λmax(Jr))](1∨mτ)[∥ξ1∥2+ ∥ξ2∥2] ⩽

[1+ pτ2(ε2+
√
λmax(Jr))](1∨mτ)δ2 ⩽ r2ε(1∧mτ)

另一方面，

E[V(u1(t∧Tr),u2(t∧Tr))] ⩾

E[1{Tr⩽t}V(u1(t∧Tr),u2(t∧Tr))] =

E[1{Tr⩽t}V(u1(Tr),u2(Tr))] ⩾

(1∧mτ)r2P{Tr ⩽ t}

P{Tr ⩽ t} ⩽ ε t→∞所以，可得 ，令 ，则有下式成立：

P{Tr ⩽∞} ⩽ ε,P{u2
1(t)+u2

2(t) < r2 , t ⩾ 0} ⩾ 1−ε

即平衡点是依概率稳定的。 

6    数值模拟

现通过数值模拟分析时滞和白噪声对系统的

动力学行为的影响，采用 Euler-Maruyama作图方

法[10-12] 对随机模型（3）和对应的确定型模型（2）的
解进行计算机模拟，通过图形直观地观测时滞和

白噪声对疾病的影响。

f (I)=
I

1+I
, S (s)=1, I(s)=3,V(s)=3, s ∈ [−τ,0]。

A = 2, β = 1, γ = 0.5,d = 0.1, q = 0.3, p = 0.2,

α = 0.2

取  

参数取值：

。

τ τ

τ

在图 1中，通过取不同的 值，观察 对传染病

传播的影响，平衡点的值随着 值的增大而变小，

说明接种后可以控制染病者的传染力，减少疾病

的传播。为了更好地对照和比较 2个系统的动力

学行为，在图 2中，将确定性模型（2）和随机模型

（3）的染病者对应的解曲线体现在同一个图里。由

于噪声的存在，使得模型（3）的解围绕着确定性模
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τ图 1    对模型（2）取不同 值时，染病者随时间的变化曲线

τ

Fig. 1    Variation  of  the  infective  population  with  time  for
different values of delay 
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τ型（2）的解进行随机震荡。 的值越小，模型（3）的
解震荡幅度越小。

本文主要讨论含非线性发生率和时滞的随机

延迟 SISV传染病接种模型的动力学行为。首先，

证明了模型正解的全局存在唯一性；其次，分别

研究了不含时滞和含时滞的随机模型（3）所对应的

线性系统的均方指数稳定和依概率稳定。通过分

析可知，当白噪声满足一定的条件时带有接种的

随机延迟 SISV传染病模型（3）具有均方指数稳定

和依概率稳定，即当噪声强度满足一定的条件时，传

染病在地方依概率存在使得疾病依然持续流行。
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R0 > 1图 2    ，随机模型（3）与确定性模型（2）的染病者的渐

近行为

R0 > 1

Fig. 2    Asymptotic  behavior  of  the  infective  population  of  the
stochastic  model  (3)  and deterministic  model  (2)  when
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