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(3+1) 维 Boussinesq 方程的可积性及新相互作用解

李小丹，    胡恒春
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：借助符号计算软件 Maple 证明了新的（3+1）维 Boussinesq 方程具有相容正切可积性，通

过选取该方程的相容性条件方程的不同形式的解，得到了新的（3+1）维 Boussinesq 方程的孤子与

其他波的相互作用解，如简单孤子解、孤子与椭圆余弦波作用解和共振孤子解，并给出了孤子与

椭圆余弦波作用解和共振孤子解所对应的图形。
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Integrability and new interaction solutions of a
(3+1)-dimensional Boussinesq equation

LI Xiaodan，      HU Hengchun
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: With the help of symbolic calculation software Maple, a new (3+1)-dimensional Boussinesq
equation  was  proved  to  have  consistent  tanh  integrability.  Many  interaction  solutions  among  solitons
and  other  types  of  nonlinear  waves,  such  as  simple  soliton  solution,  soliton-cnoidal  wave  interation
solution  and  resonant  soliton  solution,  were  given  by  selecting  different  solutions  under  consistent
conditions equation. The corresponding graphs of soliton-cnoidal wave interation solution and resonant
soliton solution were presented.
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1    问题的提出

非线性发展方程在非线性光学、生物学等许

多学科领域中具有广泛的应用。在理论和实际应

用中，研究非线性偏微分方程的精确解和对称性

具有十分重要的意义。研究非线性发展方程的精

确解和对称性不仅有助于理解非线性发展方程的

本质属性和代数结构，而且能够有效地解释一些

自然现象及其规律。学者们提出了许多求解非线

性发展方程精确解的方法，如 Hirota双线性方

法、Painlevé分析法、反散射方法、扩展的正切方

法及指数展开法等[1-9]。
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函数展开方法在求解非线性发展方程方面具

有广泛的应用。Wang[10] 最早提出函数展开方法，

并将其运用在求解非线性发展方程中，而后经

过许多学者的补充和完善，利用函数展开法可以

得到多种新颖的解。近些年，Gao等 [11] 提出的

相容性正切展开方法，也是函数展开法的扩展，

通过该方法不仅可以判别非线性偏微分方程是

否是相容正切可积的，而且可以构造具有 Painlevé
可积性质的非线性偏微分方程的相容正切解，进

而得到方程的相互作用解。到目前为止，学者

们利用该方法得到了许多非线性可积系统的精

确解[12-22]。

本文主要研究新的可积（3+1）维 Boussinesq方

程[23]，该方程的形式为

utt−uxx−β(u2)xx−γuxxxx+
α2

4
uyy+αuyt+δuxz=0 （1）

u x, y, z, t α, β, γ, δ式中： 是关于 的函数； 为非零

常数。

新的 Boussinesq方程（1）是标椎的 Boussinesq
方程的扩展形式。标准的 Boussinesq方程常用于

描述非线性浅水波的传播和变化，包括浅水变形、

反射、绕射、折射、波浪破碎与耗散、波流相互

作用，以及波浪引起的潮流现象等[24-26]。为了更准

确地描述波的色散和非线性特征，学者们提出了

各种改进型 Boussinesq方程并求出其精确解 [27-32]。

Wazwaz等 [23] 提 出 了 一 个 新 的 可 积 （ 3+1） 维

Boussinesq方程（1），采用 Hirota双线性方法得到

了方程（1）的实多孤子解和复多孤子解，并证明了

方程（1）是 Painlevé可积的。

本文将利用相容性正切展开法证明方程（1）的
新可积性，并研究该方程的孤子与其他波的相互

作用解，包括简单孤子解、孤子与椭圆余弦波作

用解和共振孤子解。 

2    新的（3+1）维 Boussinesq 方程的
相容正切可积性

一般来说，对于给定的非线性偏微分方程

p(u, ux, uy, uz, ut, uxx, · · · ) = 0 （2）

如果方程（2）是 Painlevé可积的，就可以设原方程（2）

的展开解为

u(x,y,z, t) =
n∑

i=0

uitanhi (ω(x,y,z, t)) （3）

n其中， 由方程（2）的领头项（平衡最高阶导数项和

最高阶非线性项）分析确定。

tanhi ω

ui ω

将式（3）代入原方程（2），令 的系数为

0，得到包含   和   以及它们的各阶导数的系统。

假如这个系统是相容的，就称方程（2）有形如

式（3）的精确解。

tanhi ω

ui (i = 0, 1, 2, · · · , n) ω

定义　对于非线性偏微分方程（2），将解式

（3）代入其中，令 的系数为 0，得到包含

和 以及它们的各阶导数的系

统，如果这个系统是相容的或非超定的，则方程

（2）是相容正切可积的。

对新的（3+1）维  Boussinesq方程（1）进行领头

项分析，得到截断展开式

u = u0+u1 tanh ω+u2tanh2 ω （4）

u0, u1, u2, ω x, y, z, t式中， 是同 有关的待定函数。

tanhi ω

i = 0,1,2, · · · ,6
将式（4）代入方程（1），令 的系数为 0，

，可得

u2 =
−6γω2

x

β
, u1 =

6γωxx

β
,

u0 =
12γω2

xx −16γωxωxxx +4ω2
t −4ω2

x +4αωyωt +32γω4
x +α

2ω2
y +4δωxωz

8βω2
x

16γωxωxxωxxx −4αωxxωyωt −4δωxxωxωz−4ωxxω
2
t −4γω2

xωxxxx +4ω2
xωtt+

16γω4
xωxx −α2ωxxω

2
y +α

2ω2
xωyy+4αω2

xωyt +4δω2
xωxz−12γω3

xx = 0 （5）

方程（5）是方程（1）的相容性条件方程。

根据上述定义可以得到新的（3+1）维 Boussinesq
方程（1）是相容正切可积的。方程（1）的相容正

切解

u =
12γω2

xx −16γωxωxxx +4ω2
t −4ω2

x +4αωyωt +32γω4
x +α

2ω2
y +4δωxωz

8βω2
x

+
6γωxx

β
tanh ω− 6γω2

x

β
tanh2 ω （6）
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ω式中， 为相容性条件方程（5）的解。 

3    新的（3+1）维 Boussinesq 方程的
相互作用解

通过求解相容性条件方程（5），可以找到方

程（1）的新解。现考虑方程（5）的不同解的具体

形式。 

3.1    简单孤子解

相容性条件方程（5）的平凡解

ω = ax+by+ cz+dt+ e （7）

a, b, c, d, e式中， 为任意常数。

将式（7）代入式（6），可得方程（1）的简单孤

子解

u =
4d2−4a2+4αbd+4δac+32γa4+α2b2

8βa2 −

6γa2

β
tanh2 (ax+by+ cz+dt+ e)

 

3.2    孤子与椭圆余弦波作用解

ω

为了得到新的（3+1）维  Boussinesq方程（1）的
孤子与椭圆余弦波作用解，考虑如下形式的 函数：

ω = k1x+l1y+ p1z+q1t+G(k2x+ l2y+ p2z+q2t) ≡
k1x+ l1y+ p1z+q1t+G(X) （8）

G1(X) =GX(X)

G1 (X)

并设 ，将式（8）代入相容性条件方

程（5），得到一个关于 的方程。

G2
1X(X) =a0+a1G1(X)+a2G2

1(X)+

a3G3
1(X)+a4G4

1(X) （9）

其中，

a0 =
1

12γk6
2

(
12γa2k2

1k4
2 −24γa3k3

1k3
2 +144γk4

1k2
2− α2l21k2

2 −4α2l1l2k1k2+5α2l22k2
1 −4αl1q1k2

2−

8αl1q2k1k2−8αl2q1k1k2+20αl2q2k2
1 −4q2

1k2
2 − 12δp1k1k2

2 +12δp2k2
1k2−16q1q2k1k2+20q2

2k2
1

)
a1 =

1
2γk5

2

(
4γa2k1k4

2 −6γa3k2
1k3

2 +32γk3
1k2

2−α2l1l2k2+α
2l22k1−2αl1q2k2−2αl2q1k2+

4αl2q2k1−2δp1k2
2 +2δp2k1k2−4q1q2k2+4q2

2k1
)

a4 = 4

（10）

并将式（10）代入式（6），可以得到方程（1）的解

u =− 6γ(k1+ k2G1)2

β
tanh2ω+

6γk2
2G1X

β
tanh ω+

1
8β(k1+ k2G1)2

[
4(q1+q2G1)2+12γk4

1G2
1X−

4(k1+ k2G )2+4α(q1+q2G1)(l1+ l2G1)+

32γ(k1+ k2G1)4+α2(l1+ l2G1)2−16γk3
2(k1+

k2G1)G1XX +4δ(k1+ k2G1)(p1+ p2G1)
]
（11）

G很显然，方程（9）的解是椭圆函数解，即 的

sn ζ, cn ζ, dn ζ表达式可以用形如 Jacobi椭圆函数 等

来表示，从而可以得到方程（1）的新解。现考虑

4种特殊类型的孤子与椭圆余弦波作用解。

a. 类型 1。
根据以上讨论可知，只要求解方程（9），就可

以找到方程（1）的相互作用解。例如，若方程（9）
有以下形式的解：

G1 = µ0+µ1sn (mX,n) （12）

sn (mX,n)式中， 为通常定义的 Jacobi椭圆正弦函数。

将式（10）和（12）代入式（9），可得

µ1 =
(k1+ k2µ0)n

k2

m =
2(k1+ k2µ0)

k2

q1 =
2q2k1+αl2k1−αl1k2

2k2

p1 =
1
δk2

(
8γk4

2µ
3
0+24γk1k3

2µ
2
0+24γµ0k2

1k2
2+ δp2k1+8γk3

1k2−8γn2k3
1k2−24γµ0n2k2

1k2
2−

24γµ2
0n2k1k3

2 −8γµ3
0n2k4

2

)
a2 =

4
(
5k2

2µ
2
0− k2

1 − k2
1n2−2k1k2µ0n2−2k1k2µ0− k2

2µ
2
0n2

)
k2

2
a3 = −16µ0

（13）
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对式（12）积分，可得

G = µ0X+µ1

w X

X0
sn (mY,n)dY （14）

然后将式（12）～（14）代入解式（11），并选择合适的

参数，可以得到方程（1）的孤子与椭圆余弦波作用解。

b. 类型 2。
G假设 的形式为

G = Aarctanh [m1sn (k3x+ l3y+ p3z+q3t,m1)] （15）

A, k3, l3, p3, q3式中， 为任意常数。

将式（8）和（15）代入相容性条件方程（5），令

Jacobi椭圆函数不同次幂的系数为零，通过计算

可得

A =
1
2
, k1 =

1
2

k3, p1 =
2γk3

3 +δp3−2γm2
1k3

3

2δ
,

q1 =
1
4
αl3+

1
2

q3−
1
2
αl1 （16）

将式（8），（15），（16）代入解式（6），可得方程（1）
的第 2种孤子与椭圆余弦波作用解。对任意常数

取值：

α = 1, β = 2, γ = 3, δ = −2, m1 = 0.6,
l1 = 2, k3 = 1, l3 = 2, p3 = 2, q3 = 2

y = 0, z = 0并取 ，从而得到孤子与椭圆余弦波作用

解 u的结构图，如图 1所示。
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图 1    第 2 种类型的孤子与椭圆余弦波作用解的结构图

Fig.1    Structure  of  the  second  type  of  soliton-cnoidal  wave
interaction solution

 
 

c. 类型 3。
G假设 的形式为

G = Barctanh
[
sn

(
k4x+ l4y+ p4z+q4t

e
, m2

)]
（17）

B, k4, l4, p4, q4, e式中， 为任意常数。

将式（8）和（17）代入方程（5），令 Jacobi椭圆

函数不同次幂的系数为零，可得

k4 = 0, q4 = −
1
2
αl4 （18）

将式（8），（17），（18）代入解式（6），可得方程（1）
的第 3种类型的孤子与椭圆余弦波作用解。对任

意常数取值：

α = β = γ = δ = 2, B = 0.9, m2 = 0.8, k1 = 1.1,

l1 = 1, l4 = 2, p1 = 1, p4 = 3, q1 = 1, e = 4

y = 0, z = 0并取 ，从而得到第 3种类型的孤子与椭

圆余弦波作用解 u的结构图，如图 2所示。

d. 类型 4。
假设 G的形式为

G =CEf[sn (k5x+ l5y+ p5z+q5t,m3),n3] （19）

C, k5, l5, p5, q5 Ef式中： 为任意常数； 为第一类不

完全可积椭圆积分。

m3 = n3 m3 = n3

将式（8）和（19）代入相容性条件方程（5），通

过计算可得， 。将式（8），（19）及
代入解式（6），可得方程（1）的第 4种类型的孤子

与椭圆余弦波的作用解。对任意常数取值：

C = 2, α = β = γ = δ = 1, n3 = 0.8,

k1 = l1 = k5 = l5 = p1 = 2, p5 = 1.2, q1 = 5, q5 = 0.9

z = 0, t = 0并取 ，从而得到第 4种类型的孤子与椭

圆余弦波作用解 u的结构图，如图 3所示。
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图 2    第 3 种类型的孤子与椭圆余弦波作用解的结构图

Fig.2    Structure  of  the  third  type  of  soliton-cnoidal  wave
interaction solution

 
  

3.3    共振孤子解

假设 ω的形式为

ω =a0x+b0y+ c0z+d0t+

D ln [1+ exp (a1x+b1y+ c1z+d1t)] （20）

D,ai,bi,ci,di(i = 0,1)式中， 为任意常数。

exp (a1x+

b1y+ c1z+d1t)

将式（20）代入相容性条件方程（5），令

不同次幂的系数为零，可得
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D =
1
2
, b0 =

αa0b1+2a0d1−2a1d0+2
√
−3γa2

0a2
1(2a0+a1)2

αa1
,

c0 =
a0a1(16γa2

0a1+12γa0a2
1+2γa3

1+δc1)− (2d1+αb1)
√
−3γa2

0a2
1(2a0+a1)2

δa2
1

（21）

将式（20）和（21）代入解式（6），可得一个特殊

的方程（1）的共振孤子解。对任意常数取值：

α = 3, β = 1, γ = −1, δ = 2, a0 = 1,

a1 = 4.8, b1 = 2, c1 = 2, d0 = 2, d1 = 2

y = 0 z = 0并取 ， ，从而得到共振孤子解 u的结构

图，如图 4所示。
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图 4    共振孤子解的结构图

Fig.4    Structure of the resonant soliton solution
 
 

 

4    结束语

研究了新的可积（3+1）维 Boussinesq方程的相

容正切可积性以及它的多种形式的相互作用解。

先利用相容性正切展开法构造了原方程的相容正

ω

ω

切解和原方程应满足的相容性方程（ 方程），并选

择不同形式的  函数，可得新的可积（ 3+1）维

Boussinesq方程不同的相互作用解，如简单孤子

解、孤子与椭圆余弦波作用解和共振孤子解，再

通过选择适当的常数，得到一些解的结构图。相

容性正切展开法不仅可以验证新的可积（3+1）维
Boussinesq方程的可积性，还可以更加简单、高效

地求得新的可积（3+1）维 Boussinesq方程的不同形

式波之间的相互作用解。
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