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带有扰动的变时滞离散系统可达集估计
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摘要：研究了在有界峰值扰动下变时滞离散系统的可达集估计和状态反馈控制器设计问题。首

先，选取适当的 Lyapunov-Krasovkii 泛函，利用线性矩阵不等式，得到界定系统可达集的充分条

件，即一个包含非凸标量的时滞相关结果。在系统初始值不为零的情况下，这些条件保证了包含

系统状态的椭球体的存在性。其次，在可达集估计过程中，通过设计状态反馈控制器使所确定的

椭球包含闭环系统的可达集。随后，为使所估计的椭球体尽可能小，将求解最小椭球问题转化为

一个具有矩阵不等式约束的优化问题。最后，通过数值算例验证所得结果的有效性。
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Reachable set estimation for discrete-time systems
with time-varying delay and disturbances
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Abstract: The problem of reachable set estimation and state-feedback controller design for discrete-time
systems with time-varying delay under bounded peak disturbances was concerned. Firstly, by choosing
appropriate  Lyapunov-Krasovkii  functional  and  based  on  the  linear  matrix  inequality,  a  sufficient
condition was obtained to bound the reachable set of closed-loop systems, that was, a delay-dependent
result  containing  one  nonconvex  scalar.  When  the  initial  value  of  the  system  was  not  zero,  these
conditions guaranteed the existence of the ellipsoid containing the system state. Secondly, in the process
of  reachable  set  estimation,  a  state-feedback  controller  was  designed  to  determine  ellipsoid  which
contained the reachable set of the closed-loop system. Thirdly, in order to make the estimated ellipsoid
as small as possible, the minimum ellipsoid problem was transformed into an optimization problem with
matrix inequality constraints. Finally, numerical examples were given to verify the effectiveness of the
obtained results.
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可达集估计是控制理论中一个重要的研究课

题，它在许多领域有着广泛的应用，如安全检查[1]、

峰间极小化[2]、参数估计[3] 和具有饱和执行器的控

制系统[4]。系统的可达集是指从初始条件出发，能

够到达的所有系统状态的集合。通常人们很难获

得可达集的精确特征，所以，需要确定一个能够

界定可达集的区域，并且希望这个区域能够尽可

能的小，这就是可达集估计问题。

众所周知，在工程和实际系统中，一方面，

由于数据变换、测量误差、线性化近似等原因，

扰动输入现象是不可避免的。对于具有有界峰值

扰动的系统，研究可达集估计问题的最新方法之

一就是椭球体技术，其目的是确定包含可达集的

椭球体。Boyd等[1] 提出，这种椭球可以通过使用

Lyapunov方法和线性矩阵不等式（LMI）技术获得。

另一方面，在各种实际系统中，时滞经常发

生，它的存在可能导致系统不稳定[5]。然而目前对

于时滞系统可达集的研究还比较少。因此，如何

找到一个尽可能小的估计来界定时滞系统的可达

集引起了许多学者的关注 [6-12]。Fridman等 [6] 采用

Lyapunov-Razumikhin方法研究了带有有界峰值扰

动的时变时滞连续线性系统的可达集估计问题；

Kim[7] 改进了 Fridman等的研究成果，通过建立适

当的 Lyapunov-Krasovskii泛函，提出了一个改进

的可达集椭球界，其中时滞相关条件以仅涉及一

个非凸参数的矩阵不等式形式给出；Zuo等[8] 提出

了一种用于多面体不确定系统可达集估计的极大

Lyapunov-Krasovskii泛函方法；Nam等[9] 认为时滞

下限不必为零，提出利用时滞分解技术来估计可

达集。

值得注意的是，上述文献中考虑的系统都是

连续的。实际上，随着计算机技术的发展，大多

数控制工程应用系统都是数字实现的。因此，直

接对离散模型进行研究更为合理。到目前为止，

对于离散时滞系统的可达集估计问题的研究还很

少。That等[10] 讨论了受状态时滞和有界扰动的线

性离散系统的可达集有界问题，提出了一种新的

极轴投影的概念；Lam等[11] 研究了具有有界扰动

和多重常时滞的离散多面体系统的可达集估计问

题。但是上述结果仅仅针对开环系统，而对于系

统可达集估计的控制器设计问题研究成果较少。

比如，Zhang等 [12] 研究了具有分布时滞的连续系

统的控制器设计问题；Chen等[13] 研究了离散线性

切换系统的状态反馈控制器设计问题，但并未考

虑时滞对系统可达集估计的影响。但有关利用反

馈控制器来研究离散变时滞系统的可达集估计问

题还未被涉及。此外，上述文献都假设系统的初

始值为零，这个条件在可达集估计的过程中带来

了一些限制。

本文在有界扰动下，研究了一类变时滞离散

系统的可达集估计和控制器设计问题，其中系统

的初始值不再要求为零。利用 Lyapunov-Krasovskii
泛函方法，得到界定闭环系统可达集的充分条

件。之后，通过求解优化问题，确定了一个尽可

能小的区域来估计系统的可达集，最后给出两个

仿真实例验证所得结果的有效性。 

1    问题描述

考虑变时滞离散系统{
x(k+1)= Ax(k)+Dx(k−τ(k))+Bu(k)+Eω(k)
x(k) = φ(k), k ∈ [−τM, 0] （1）

x(k) = [x1(k), x2(k), · · · , xn(k)]T ∈ Rn

u(k) A, D, B

τ(k) 0 < τm ⩽ τ(k) ⩽

τM τm, τM

式中： 为系统的

状态向量； 为输入向量； 和 E为适当维

数的常矩阵； 为时变时滞，且满足

， 为非负整数。

φ(k)初始条件 满足

φT(k)φ(k) ⩽ σ （2）

ω(k) ∈ Rl扰动 ，满足

ωT(k)ω(k) ⩽ ω̄2 （3）

ω̄ > 0式中， 为已知常数。

定义 1　在有界扰动下，系统（1）的可达集为

R =
{
x(k) ∈ Rn|x(k),ω(k)满足式(1)～(3),k ⩾ 0

}
（4）

P > 0定义 2　对于矩阵 ，椭球的定义如下

ε(P, 1) =
{
x ∈ Rn|xT Px ⩽ 1

}
（5）

对于系统（1），考虑如下形式的状态反馈控

制器

u(k) = Kx(k)+Gx(k−τ(k)) （6）

式中，K和 G为待定控制器增益矩阵。

将状态反馈控制器式（6）代入系统（1），可得

如下闭环系统

x(k+1) =(A+BK)x(k)+ (D+
BG)x(k−τ(k))+Eω(k) （7）

A ∈ Rn×n ρ(A) = {max
i
|λi| ,λ1,λ2, · · · ,定义3　令 ，称
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λn ρ(A) < 1是 A的特征值}为矩阵 A的谱半径。若 ，

则称矩阵 A是 Schur稳定的。

本文的主要目的是设计一个状态反馈控制

器，使闭环系统的可达集包含在椭球体中，并且

椭球体尽可能小。因此，为了得到本文主要结

果，首先给出引理 1和引理 2。
V(x(k)) ωT(k)ω(k) ⩽ ω̄2

V(x(k)) > 0 0 < α < 1

引理 1[14]　设 是满足 的

Lyapunov泛函，且 。若存在标量

使得

∆V(x(k))+ (1−α)V(x(k))− 1−α
ω̄2 ω

T(k)ω(k) ⩽ 0 （8）

V(x(k)) ⩽max {1, V(x(0))} ∀k ∈ N则 ， 。

S ∈ Rn×n

S11, S12 S12=ST
21

引理 2[15]（Schur 补引理）　对于矩阵 ，

是对称矩阵， ，下列条件等价：

S =
[

S11 S12
S21 S22

]
< 0a. 

S11 < 0, S22−S21S11
−1S12 < 0b. 

S22 < 0, S11−S12S22
−1S21 < 0c.  

2    主要结论
 

2.1    可达集的椭球界

本文旨在设计一个状态反馈控制器（6），使得

闭环系统（7）的可达集包含在椭球里面，并且该椭

球要尽可能的小。以下定理给出系统（1）～（3）可
达集椭球界存在的充分条件。

λ1, λ2, λ3, λ4 P̄ > 0 Q̄1 > 0

Q̄2 > 0 Q̄3 > 0, L, R 0 < α < 1

定理 1　考虑在有界峰值扰动（3）下的系统（7），
若存在正标量 ，矩阵 ， ，

， 及标量 ，满足

−P̄ AP̄+BL DP̄+BR 0 0 E
∗ −αP̄+ Q̄1+ Q̄2+ Q̄3 0 0 0 0
∗ ∗ −ατm Q̄3 0 0 0
∗ ∗ ∗ −ατm Q̄1 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −ατM Q̄2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1−α
ω̄2 I


⩽ 0 （9）

P̄ ⩽ λ1I, Q̄1 ⩽ λ2I, Q̄2 ⩽ λ3I, Q̄3 ⩽ λ4I （10）

µσ ⩽ 1 （11）

其中

µ = λ1+τmλ2+τMλ3+τMλ4

ε(P, 1) = ε(P̄−1, 1)

那么，存在状态反馈控制器（6），使得闭环系

统（7）的可达集包含在椭球 中。

K = LP̄−1 G = RP̄−1此时，状态反馈增益为 ， 。

证明　选取如下 Lyapunov-Krasovskii泛函：

V(x(k))=V1(x(k))+V2(x(k))+V3(x(k))

其中

V1(x(k))=xT(k)Px(k)

V2(x(k)) =
k−1∑

i=k−τm
αk−i−1xT(i)Q1x(i)+

k−1∑
i=k−τM

αk−i−1xT(i)Q2x(i)

V3(x(k))=
k−1∑

i=k−τ(k)

αk−i−1xT(i)Q3x(i)

∆V(x(k)) V(x(k))定义 为 的向前差分，则

∆V(x(k)) = V(x(k+1))−V(x(k))

那么

V1(x(k+1))−αV1(x(k))= xT(k+1)Px(k+1)−αxT(k)Px(k)

V2(x(k+1))−αV2(x(k)) =
k∑

i=k−τm+1

αk−ixT(i)Q1x(i)+
k∑

i=k−τM+1

αk−ixT(i)Q2x(i)−

k−1∑
i=k−τm

αk−ixT(i)Q1x(i)−
k−1∑

i=k−τM
αk−ixT(i)Q2x(i) =

xT(k)Q1x(k)−ατm xT(k−τm)Q1x(k−τm)+

xT(k)Q2x(k)−ατM xT(k−τM)Q2x(k−τM)

V3(x(k+1))−αV3(x(k)) =
k∑

i=k+1−τ(k+1)

αk−ixT(i)Q3x(i)−
k−1∑

i=k−τ(k)

αk−ixT(i)Q3x(i) =

xT(k)Q3x(k)−ατ(k)xT(k−τ(k))Q3x(k−τ(k))
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为了简便，式（8）记为

H =∆V(x(k))+ (1−α)V(x(k))− 1−α
ω̄2 ω

T(k)ω(k) =

V(x(k+1))−αV(x(k))− 1−α
ω̄2 ω

T(k)ω(k)

运用引理 1，可得

H ⩽xT(k+1)Px(k+1)+ xT(k)[Q1+Q2+Q3−αP]x(k)−
ατm xT(k−τm)Q1x(k−τm)−ατM xT(k−
τM)Q2x(k−τM)−ατM xT(k−τ(k))Q3x(k−

τ(k))− 1−α
ω2 ω

T(k)ω(k) := ζT(k)Jζ(k)

其中

ζ(k) = [xT(k) xT(k−τ(k)) xT(k−τm) xT(k−τM) ωT(k)]

J =



J11 (A+BK)T P(D+BG) 0 0 (A+BK)T PE
∗ (D+BG)T P(D+BG)−ατM Q3 0 0 (D+BG)T PE
∗ ∗ −ατm Q1 0 0
∗ ∗ ∗ −ατMQ2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ET PE− 1−α
ω̄2 I


J11 = (A+BK)T P(A+BK)+Q1+Q2+Q3−αP

J ⩽ 0若 ，运用 Schur补引理，可得

−P P(A+BK) P(D+BG) 0 0 E
∗ Q1+Q2+Q3−αP 0 0 0 0
∗ ∗ −ατm Q3 0 0 0
∗ ∗ ∗ −ατm Q1 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −ατMQ2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1−α
ω̄2 I


⩽ 0 （12）

diag(P−1, P−1, P−1, P−1, P−1, I)式（12）左、右分别乘 得到

−P−1 (A+BK)P−1 (D+BG)P−1 0 0 E
∗ P−1(Q1+Q2+Q3)P−1−αP−1 0 0 0 0
∗ ∗ −ατm P−1Q3 P−1 0 0 0
∗ ∗ ∗ −ατm P−1Q1 P−1 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −ατM P−1Q2 P−1 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1−α
ω̄2 I


⩽ 0

P̄ = P−1 Q̄1 = P−1Q1 P−1 Q̄2 = P−1Q2 P−1 Q̄3 = P−1Q3 P−1 L = KP−1 R = GP−1令 ， ， ， ， ， ，得到

−P̄ AP̄+BL DP̄+BR 0 0 E
∗ −αP̄+ Q̄1+ Q̄2+ Q̄3 0 0 0 0
∗ ∗ −ατm Q̄3 0 0 0
∗ ∗ ∗ −ατm Q̄1 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −ατM Q̄2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1−α
ω̄2 I


⩽ 0

V(x(0))进一步，考虑 Lyapunov泛函初值

V(x(0)) =xT(0)Px(0)+
−1∑

i=−τm
α−1−ixT(i)Q1x(i)+

−1∑
i=−τM

α−1−ixT(i)Q2x(i)+
−1∑

i=−τ(0)

α−1−ixT(i)Q3x(i) ⩽ |λ1| xT(0)x(0)+

|λ2|
−1∑

i=−τm
xT(i)x(i)+ |λ3|

−1∑
i=−τM

xT(i)x(i)+ |λ4|
−1∑

i=−τ(0)

xT(i)x(i) ⩽ (λ1+τmλ2+τMλ3+τMλ4)σ = µσ ⩽ 1

由条件（10）~（11）和引理 2可知，

V(x(k))=V1(x(k))+V2(x(k))+V3(x(k)) ⩽ 1

V2(x(k)),V3(x(k)) ⩾ 0 V1(x(k)) ⩽ 1由 于 ， 所 以 。

xT(k)Px(k) ε(P, 1)

ε(P, 1)

即， 是椭球 的内部。由此可以得

出结论：系统（7）的可达集包含在 中。定理

1证毕。
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在状态反馈控制器设计过程中，开环系统不

一定稳定，只需满足定理 1中的相关条件，就可

以为系统设计控制器，得到稳定的闭环系统。

α

定理 1中得到的条件不是 LMI，因为它包含

决策变量的乘积。然而，如果标量 是固定的，则

式（9）中的条件对于矩阵变量也是线性的。

λ1, λ2, λ3, λ4

P̄ ⩽ λ1I P̄ ⩽ P̂
P̂ = diag(λ1, λ1, · · · , λ1) P̂

λ1

为了求解带有参数 的矩阵不等式

式（10），首先要将其转化为 LMIs的形式。例如，

不等式 可表述为线性矩阵不等式 ，记

。其中 被定义为一个矩阵

变量，并且依赖于决策变量 。

ε(P̄−1, 1)

ε(P, 1)

(det P)−1/2 log det P−1 ε(P, 1)

定理 1以矩阵不等式的形式给出了界定可达

集 的求解方法，但本文的目的是该界定集

合 达 到 最 小 。 Boyd等 [1] 提 出 的 体 积 与

成正比，所以 最小等价于

的体积最小。Fridman等[6] 和 Kim[7] 提出了一个简

单的优化问题，即

max δ
s.t. δI ⩽ P （13）

系统（13）优化问题可以转化为

min δ̄ (δ̄ = 1/δ)

s.t.


[
δ̄I I
I P

]
⩾ 0

式(9) ∼ (11)成立
（14）

P̄ = P−1

diag(I, P−1)

由于 ，对系统（14）中矩阵不等式约束

左右分别乘 ，则优化问题转化为

min δ̄ (δ̄ = 1/δ)

s.t.


[
δ̄I P̄
P̄ P̄

]
⩾ 0

式(9) ∼ (11)成立

（15）

δ̄

ε(P̄−1, 1) ε(P, 1)

利用上述优化方法求解最小的 ，对应椭球

的体积最小，即 的体积最小，由此

可以求得可达集的最小界定集合。 

2.2    算法描述

α α

定理 1给出了有界扰动下闭环系统的可达集

的界定条件，通过上述优化方法可以对边界椭球

进行优化。然而，定理 1中的结果是一个包含非

凸标量 时滞相关的矩阵不等式，通过固定 ，可

以使该问题转化为求解线性矩阵不等式（LMI）。

α

为了获得可达集的最小椭球，必须确定最优

的标量 ，这可以通过遗传算法（GA）来实现。算

法如下：

α αa. 在（0, 1）中随机生成 ，每个 都是 GA种群

的一个个体；

α

δ̄

b. 对于每个 ，利用 mincx. 求解包括变量的

LMI优化问题，得到最优的 ；

c. 设置最大代数，如果达到该数字，则 GA终

止，否则，继续 GA过程；

αd. 根据每个 的适应值，以概率选择下一代个体；

e. 根据给定的概率对新一代进行交叉和变异操作；

δ̄f. 重复上述步骤，直到优化参数 不能进一步

减少。 

3    数值算例

本节给出两个数值实例来验证结果的有效性。

例 1　考虑时滞离散系统（1），系统参数为

A =
[

0.21 −0.01
−0.90 0.10

]
B =
[

0.10
0.15

]
D =
[
−0.02 0.01
−0.20 −0.01

]
E =
[
−0.5

1.0

]， ，

　　 ， ，

ω̄=1 τm=2 τM=4 φ(k)=[0.2 0.2]T

k ∈ [−4, 0]

， ， 。假设初始条件为 ，

。求解优化问题（15），计算结果如下：

α = 0.530 4 δ̄ = 5.165 3当 时， ，此时相应的状态

反馈控制器增益为

K = [−0.003 5 −0.098 4] G = [0.493 3 −0.056 9]，

ε(P, 1)

由定理 1得到的边界椭球以及闭环系统的状

态如图 1所示。由图可见，闭环系统的状态包含

在椭球 中。
 

 

3

2

1

0

−1

−2

−3
−1.0 −0.5 0

椭球边界
状态

0.5
x
1

x
2

1.0

 
图 1    可达集和椭球边界（例 1）

Fig.1    Reachable set and ellipsoidal bound (Example 1)
 
 

例 2　考虑时滞离散系统（1），系统参数如下：

A =
[

1.5 1.2
0.8 −0.6

]
B =
[

0.2
0.3

]
D =
[
−0.02 0
−0.10 −0.01

]
E =
[

0.2
−0.4

]， ，

　　 ， ，

ω̄ = 1 τm = 2 τM = 4 φ(k) =

[−0.10 0.15]T k ∈ [−4, 0]

， ， 。 假 设 初 始 条 件 为

， 。

注意到，例 2中 A不是 Schur稳定矩阵，因此
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开环系统的可达集不能被任何椭球体所界定。所

以可以通过设计状态反馈控制器，处理闭环系统

的可达集估计问题。

通过求解优化问题（15），计算结果如下：

α = 0.457 1 δ̄ = 0.921 1当 时， ，此时相应的状态

反馈控制器增益为

K = [−3.799 1 0.125 6] G = [0.278 7 0.025 5]，

ε(P, 1)

由定理 1得到的椭球边界以及闭环系统的状

态如图 2所示。由图可见，闭环系统的状态包含

在椭球 中。
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0.6

0.4

0.2
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−0.2

−0.6

−0.4

−0.8
−0.8 −0.4−0.6 −0.2 0

椭球边界
状态

0.4

x
1

x
2

0.80.2 0.6

 
图 2    可达集和椭球边界（例 2）

Fig.2    Reachable set and ellipsoidal bound (Example 2)
 
  

4    结　论

研究了在有界峰值扰动下离散变时滞系统的

可达集估计问题，且系统的初值不必为零。通过

设计状态反馈控制器，将系统由开环系统转化为

闭环系统。随后，利用 Lyapunov-Krasovkii泛函方

法给出了闭环系统可达集的椭球边界。为了使该

椭球体尽可能小，提出了优化方法。在此过程

中，采用遗传算法求解最优参数，数值算例验证

了本文所得结果的有效性。
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