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摘要：交替方向乘子法（ADMM）是求解大规模优化问题和非凸非光滑问题的一种有效的方法，

但当目标函数为非凸非光滑的情况时，原始 ADMM 算法的收敛性无法保证，且若目标函数中存

在耦合函数，则算法的收敛性证明将更为复杂。在现实生活中存在的很多问题，其本质都是非凸

的。因此，本文提出了一种改进的 ADMM 算法。与原始 ADMM 算法相比，该算法引入了一个松

弛因子 ，构造了一种广义交替方向乘子法（GADMM）来求解具有线性约束的非凸不可分离优化

问题。在一定的假设条件下，通过假设增广拉格朗日函数满足 K-L 不等式，证明了当惩罚参数足

够大时，算法生成的序列收敛到增广拉格朗日函数的稳定点。
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Abstract: The  alternating  direction  method  of  multiplies  (ADMM) is  an  effective  method  for  solving
large-scale  optimization  and  nonconvex  non-smooth  objective.  However,  the  convergence  cannot  be
guaranteed  when  the  objective  function  is  nonconvex  and  non-smooth.  Moreover,  the  proof  of  the
convergence is more complex when the objective contains coupled function. Many problems in real life
are nonconvex in nature, so the research on nonconvex optimization problems is particularly important.
Therefore,  an  improved  ADMM  algorithm  is  proposed  in  this  paper.  Compared  with  the  original
ADMM algorithm, a relaxation factor   is introduced and a generalized alternating direction multiplier
method  (GADMM)  is  constructed  to  solve  the  non-convex  nonseparable  optimization  problem  with
linear  constraints.  Under  certain  assumptions,  by  assuming  that  the  augmented  Lagrangian  function
satisfies the K-L inequality, it is proved that the sequence generated by the algorithm converges to the
critical point of the augmented Lagrangian function when the penalty parameter is sufficiently large.
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1    问题的提出

考虑具有非凸不可分离的优化问题

min g (x,y)+ f (x)+h (y)
s.t. Ax+By = 0 （1）

f : Rn→ R∪{+∞}
h : Rm→ R g : Rn×Rm→ R

x y

式中： 是恰当的下半连续函数；

是连续可微函数； 是光滑

函数，且 和 是不可分离的。

g问题（1）的一个特殊形式是没有函数 ，且目

标函数是可分离的，即

min f (x)+h (y)
s.t. Ax+By = 0 （2）

利用交替方向乘子法（ADMM）求解问题（2）的
一种有效算法的迭代格式为

xk+1 ∈arg minx

{
f (x)−⟨λ, Ax⟩+β

2
∥Ax+Byk∥2

}
yk+1 ∈arg miny

{
g (y)−⟨λ,By⟩+β

2
∥Axk+1+By∥2

}
λk+1 = λk −ρ

(
Axk+1+Byk+1

) （3）

λ β β > 0式中： 为拉格朗日乘子； 为惩罚参数， 。

ADMM算法通过引入一个新的辅助变量，将

原问题改写为一个目标函数可分离且辅助变量与

原变量是线性约束的形式，通过交替更新原变

量、辅助变量和对偶变量来迭代求解问题的最优

解。通过引入合适的辅助变量，每个迭代步骤可

以变成非常简单的子问题，通常可以收敛到稳定

点或者被并行求解。这使得 ADMM算法适用于求

解大规模的优化问题。

f h对于 和    都是凸函数的情况，ADMM（式

（3））的收敛性得到了很好的证明，并且对其进行

了收敛率分析[1-3]。在没有凸性的假设下，更难以

证明 ADMM的收敛性。在这方面的研究取得了一

些进展[4-8]。Guo等[4] 利用经典 ADMM算法求解非

凸多块可分离最优化问题，证明了其收敛性，

并且提出了一些充分条件，保证了算法的超线性

和线性收敛速率。Li等[5] 提出了一种近似 ADMM
算法来解决非凸非光滑优化问题，证明了当罚参

数足够大且生成的序列有聚点时，算法所产生迭

代点列收敛到稳定点。

目前的研究大多数考虑如下的问题：

min g (x,y)+ f (x)+h (y)
s.t. Ax+ y = b （4）

g然而，由于函数 的存在，即使目标函数是凸

的情况，对 ADMM（式（4））的收敛性分析的研究

B

还处于初期，研究成果很少。并且由于约束条件

中矩阵 的存在，使得收敛性分析变得更加困难。

g

f，h ∇g

h

g

B

B

Gao等 [9] 考虑了函数  是光滑函数以及函数

 是凸函数的情况。通过假设 是利普希茨连

续以及  强凸，证明了由 ADMM算法生成的序列

收敛到问题（4）的最优解。Chen等 [10] 在耦合函数

是二次函数的情况下，分析了 ADMM解决问题

（4）的收敛性。Liu等 [11] 提出了线性化 ADMM来

解决非凸非光滑的目标问题，通过将目标中的可

微项以及增广项线性化，证明了算法的收敛性，

然后将问题推广到多块并行的 ADMM算法中。以

上研究都是矩阵 为单位阵的情况。在耦合函数缺

失的情况下，Wang等[12] 研究了用 Bregman距离修

饰 ADMM算法（BADMM算法），分别分析了矩阵

 单射和非单射情况下算法的收敛性，证明了

BADMM算法生成的序列收敛到稳定点。Guo等[13]

提出了一种广义的 ADMM算法来求解问题（4）。

B

本文研究广义 ADMM算法的收敛性，通过假

设矩阵 列满秩以及增广拉格朗日函数满足 K-L不

等式，当罚参数足够大时，证明了算法产生的序

列收敛到其稳定点，从而证明了算法的收敛性。 

2    预备知识

现给出理论分析所需要的概念和性质。

x ∈ Rn f

0 ∈ ∂ f (x)

f crit f

对于任意 是函数 的极小值点的必要条

件是 ，满足这个条件的点称为稳定点，函

数 的稳定点集记作 。

f : Rn→ R∪{+∞}定义 1　令 为正常的下半连续

函数。

a. Fréchet次微分。

f x ∈ dom f

x∗ ∈ Rn

函数 在 的 Fréchet次微分，定义为满

足下列关系 的集合：

liminf
y,x
y→x

f (y)− f (x)−⟨x∗,y− x⟩
∥y− x∥ ⩾ 0

∂̂ f (x) x < dom f ∂̂ f (x) := ∅记作 。当 时，记 。

b. 极限次微分。

f x ∈ dom f函数 在 的极限次微分，定义为
∂ f (x) := {x∗ ∈ Rn : ∃xn→ x, f (xn)→ f (x) , x∗n ∈ ∂̂ f (xn) ,

x∗n→ x∗} ∂ f (x)，记作 。

f 0 ∈ ∂ f (x∗)

x∗ f

c. 若在函数 的定义域中满足 ，则称

为 的稳定解。

∀x,y∈dom f ∥ f (x)− f (y)∥⩽L∥x−y∥d. 对  ，若满足 ，
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f L则称 满足 Lipschitz连续条件， 为 Lipschitz常数。

h : Rm→ R ∇h

x,y ∈ Rn

引理 1　 是连续可微函数，且 是

关于常数 L利普希茨连续的，那么，对于任意的

，有

|h (y)−h (x)−⟨∇h (x) ,y− x⟩| ⩽ L
2
∥y− x∥2

f : Rn→ R∪{+∞}
−∞ < η1 < η2 < +∞

引理 2　（K−L不等式）设函数

是恰当下半连续函数，对于 ，令[
η1 < f < η2

]
:=

{
x ∈ Rn : η1 < f (x) < η2

}
η ∈ (0,+∞] x∗ U

φ :
[
0, η)→ R+

若存在 ， 的领域 以及一个连续

的凹函数  ，满足如下条件：

φ (0) = 0a.  ；

φ (0, η)b.  在 连续可微且在 0处连续；

φ′ (s) > 0,∀s ∈ (0, η)c.  ；

x ∈ U ∩ [
f (x∗) < f < f (x∗)+η

]
d. 对 所 有 的 ， 有

Kurdyka-Lojasiewicz不等式

φ′
(
f (x)− f

(
x∗

))
d (0,∂ f (x)) ⩾ 1

f x∗ ∈ dom ∂ f成立，则称函数 在 上满足 K−L性质。

Ω

f : Rn→ R∪{+∞} f

Ω Ω

ε > 0,η > 0 φ ∈Φη x̃ ∈ Ω
x ∈ {x ∈ Rn : d (x,Ω) < ε}∩ { f (x̃) < f < f (x̃)+η}

引理 3　（一致 K−L性质） 是紧集，设函数

是恰当下半连续函数。假设 在

上是常数并且在 上的每个点满足K−L性质，那么，

存在 以及 ，使得对于任意的

以及 ，有

φ′ ( f (x)− f (x̃))d
(
0, ∂ f (x)

)
⩾ 1

 

3    算法及收敛性分析

针对问题（1），本文提出了一种广义交替方向

乘子法（GADMM），即
xk+1 ∈ argminx

{
g
(
x,yk

)
+ f (x)−

⟨
γk, Ax

⟩
+
β

2

∥∥∥Ax+Byk
∥∥∥2

}
yk+1 ∈ argminy

{
g
(
xk+1,y

)
+h (y)−

⟨
γk,By

⟩
+
β

2

∥∥∥αAxk+1− (1−α) Byk +By
∥∥∥2

}
γk+1 = γk −β

(
αAxk+1+ (1−α)yk +Byk+1

) （5）

α ∈ (0,2) α = 1

g ≡ 0

其中， 是一个松弛因子，显然，当

时，GADMM即退化成经典的 ADMM算法，并且

当 时退化成经典的 GADMM算法。

在证明收敛性之前，先给出式（5）的变形，由

最优性条件得到

0 ∈ ∂ f
(
xk+1

)
+∇xg

(
xk+1,yk

)
− ATγk+

βAT
(
Axk+1+Byk

)
0 = ∇h

(
yk+1

)
+∇yg

(
xk+1,yk+1

)
−BTγk+

BTβ
(
αAxk+1− (1−α) Byk +Byk+1

)
γk+1 = γk −β

(
αAxk+1+ (1−α)yk +Byk+1

)
（6）

利用式（6）的最后一个等式，得到

ATγk −βAT
(
Axk+1+Byk

)
−∇xg

(
xk+1,yk

)
∈

∂ f
(
xk+1

)
∇h

(
yk+1

)
= BTγk+1−∇yg

(
xk+1,yk+1

)
γk+1 = γk −β

(
αAxk+1− (1−α)yk +Byk+1

) （7）

f : Rn→ R∪{+∞}
ω > 0 h : Rm→ R ∇h

L1 > 0 g : Rn×
Rm→ R

假设：令 是弱凸函数，常数

； 是连续可微函数，它的梯度 是

利普希茨连续的，其利普希茨常数 ；

是光滑函数。问题（1）满足下列条件：

Im(A) ⊂ Im(B)a. 矩阵 B是列满秩的，且 ；∥∥∥∇yg (x,y)−∇yg (x, ỹ)
∥∥∥ ⩽ L1 (x)∥y− ỹ∥ ,∀y, ỹ ∈ Rn

∥∇xg (x,y)−∇xg (x̃,y)∥ ⩽ L2 (y)∥x− x̃∥ ,∀x, x̃ ∈ Rn

b.  ；

；

∇g Rn×Rm

B1×B2 ⊆ Rn×Rm M > 0

(xi,yi) ∈ B1×B2, i = 1,2 ∥∇xH (x1,y1)−
∇xH (x2,y2)，∇yH (x1, y1)−∇yH (x2,y2)∥ ⩽ M∥(x1− y1

x2− y2)∥

c.  在 的有界子集上是利普希茨连续的，

即对于每个有界子集 ，存在 ，

使得对于所有的 ，

，

 
AT A ⩾ µI,µ > 0d.  ；

L2,L3 > 0e. 存在 ,使得

sup
{
L2

(
xk

)
: k ∈ N

}
⩽ L2,sup

{
L3

(
xk

)
: k ∈ N

}
⩽ L3

β > β̃f.  ，

β̃ :=max


αλBT B (L3+ω)+

√
α2(L3+ω)2+16αµλBT BM2

2αµλBT B

αλBT B (L1+L2)+
√
α2λ2

BT B
(L1+L2)2+16(2−α)λ2

BT B

(
L2

1 +M2
)

2λ2
BT B

(2−α)


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α ∈ (0,2)式中： 为松弛因子。

ωk :=
(
xk,yk,zk

)
vk :=

(
xk,yk

)
在收敛分析中，记 及 。

问题（1）的增广拉格朗日函数为

Lβ (x,y,γ) =g (x,y)+ f (x)+h (y)−

⟨γ, Ax+By⟩+ β
2
∥Ax+By∥2

γ β

β > 0

式中： 是与线性约束相关的拉格朗日乘子； 是

惩罚参数， 。

此外，设

L̂β (x,y,γ,α,ϑ) =g (x,y)+ f (x)+h (y)−⟨γ, Ax+By⟩+
β

2
∥αAx− (1−α) Bϑ+By∥2

l > k

引理 4　在上述假设条件下，对于任意的

，有 ∥∥∥γl−γk
∥∥∥2
⩽

1
λBT B

∥∥∥BTγl−BTγk
∥∥∥2

λBT B BTB式中， 是 的最小的特征值。

证明　由式（4）的第 3项，以及假设的 a，对

l > k γl−γk ∈ Im (B)于 2个整数  ，有 。

B ∈ Rn×q P ∈ Rq×q

Q ∈ Rq×n P QQT = In×n BT = PQ

Im (B) = Im
(
QT

)
γl−γk ∈ Im

(
QT

)
∥γl−γk∥2 =∥∥∥∥Q

(
γl−γk

)∥∥∥∥2

由于 是列满秩的，因此，存在 ，

，且矩阵 可逆， ， 。由

，可得 ，

。由此得到∥∥∥∥BT
(
γl−γk

)∥∥∥∥2
=

∥∥∥∥PQ
(
γl−γk

)∥∥∥∥2
⩾

λPT P

∥∥∥∥Q
(
γl−γk

)∥∥∥∥2
⩾ λPT P

∥∥∥γl−γk
∥∥∥2

λPT P PT P式中， 是 的最小的特征值。

P Q λBT B = λPPT

λPT P = λPPT λPT P =

λBT B

由矩阵 和 的定义，有 ，又因为

线性代数的常见结论 ，因此，

。 {(
xk,yk,γk

)}
引理 5　令 由算法 GADMM式（式

（5））产生，则有

Lβ
(
ωk

)
−Lβ

(
ωk+1

)
⩾ δ

∥∥∥vk+1− vk
∥∥∥2

（8）

证明　首先将增广拉格朗日函数的差分拆

分，得到

Lβ
(
ωk

)
−Lβ

(
ωk+1

)
=Lβ

(
xk,yk,γk

)
−Lβ

(
xk+1,yk+1,γk+1

)
= L̂β

(
xk,yk,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk+1,γk+1,α,yk

)
=(

L̂β
(
xk,yk,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

))
+

(
L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

)
−

L̂β
(
xk+1,yk,γk,α,yk

))
+

(
L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk+1,γk,α,yk

))
+(

L̂β
(
xk+1,yk+1,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk+1,γk+1,α,yk

))
（9）

根据定义，有

L̂β
(
xk,yk,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

)
=

f
(
xk

)
− f

(
xk+1

)
+

⟨
γk,Axk+1−Axk

⟩
+

β
⟨

Axk+1+Byk, Axk − Axk+1
⟩
+

β

2

∥∥∥Axk − Axk+1
∥∥∥2
+g

(
xk,yk

)
−g

(
xk+1,yk

)
（10）

f ω因为， 是关于常数 的弱凸函数，因此，由

式（7）的第 1个关系式得到

f
(
xk

)
⩾ f

(
xk+1

)
+

⟨
ATγk −βAT

(
Axk+1+Byk

)
−

∇xg
(
xk+1,yk

)
, xk − xk+1

⟩
− ω

2

∥∥∥xk+1− xk
∥∥∥2

∇xg
(
·,yk

)
L3

(
yk

)
又因为 是关于常数 利普希茨连

续的，由引理 1可得

g
(
xk,yk

)
−g

(
xk+1,yk

)
⩾

⟨
∇xg

(
xk+1,yk

)
, xk − xk+1

⟩
−

L3
(
yk

)
2

∥∥∥xk+1− xk
∥∥∥2

根据假设的 d，有∥∥∥Axk+1− Axk
∥∥∥2
⩾ µ

∥∥∥xk+1− xk
∥∥∥2

将上述 3个不等式代入式（10），可得

L̂β
(
xk,yk,γk,α,yk

)
−L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

)
⩾

βµ−L3
(
yk

)
−ω

2

∥∥∥xk+1− xk
∥∥∥2
（11）

类似地，

L̂β
(
xk+1,yk,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk+1,γk,α,yk

)
=

h
(
yk

)
−h

(
yk+1

)
+g

(
xk+1,yk

)
−g

(
xk+1,yk+1

)
+⟨

γk,B
(
yk+1− yk

)⟩
−αβ

⟨
Axk+1+Byk,B

(
yk+1− yk

)⟩
−

β

2

∥∥∥Byk+1−Byk
∥∥∥2
= h

(
yk

)
−h

(
yk+1

)
+g

(
xk+1,yk

)
−

g
(
xk+1,yk+1

)
+

⟨
γk+1,B

(
yk+1− yk

)⟩
+

β

2

∥∥∥Byk+1−Byk
∥∥∥2

（12）
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其中，最后 1个等式由∥∥∥Byk+1−Byk
∥∥∥2
⩾ λBT B

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2

∇h得到。通过 的利普希茨连续性，由引理 1及式

（7）的第 2个不等式，可得

h
(
yk

)
−h

(
yk+1

)
⩾ ⟨BTγk+1−∇yg

(
xk+1,yk+1

)
,

yk − yk+1⟩− L1

2
∥yk+1− yk∥2

∇yg
(
xk+1, ·

)
L2

(
xk+1

)
又因为 是关于常数 利普希茨

连续的，由引理 1可得

g
(
xk+1,yk

)
−g

(
xk+1,yk+1

)
⩾

⟨
∇yg

(
xk+1,yk+1

)
,yk − yk+1

⟩
−

L2
(
xk+1

)
2

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2

B又由于 是列满秩的，可得∥∥∥Byk+1−Byk
∥∥∥2
⩾ λBT B

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2

将上述 3个等式相加并代入式（12），可得

L̂β
(
xk+1,yk,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk+1,γk,α,yk

)
⩾

βλBT B−L2
(
xk+1

)
−L1

2

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2

（13）

现计算式（9）剩余的项。(
L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

))
+(

L̂β
(
xk+1,yk+1,γk,α,yk

)
−

L̂β
(
xk+1,yk+1,γk+1,α,yk

))
事实上，

L̂β
(
xk+1,yk,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

)
=

β

2

∥∥∥Axk+1+Byk
∥∥∥2− β

2

∥∥∥∥α (Axk+1+Byk
)∥∥∥∥2
（14）

且

L̂β
(
xk+1,yk+1,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk+1,γk+1,α,yk

)
=

⟨γk+1−γk, Axk+1+Byk+1⟩+ β
2
∥α

(
Axk+1+Byk

)
+

B
(
yk+1− yk

)
∥2− β

2
∥Axk+1+Byk+1∥2 =

⟨γk+1−γk, Axk+1+Byk+1⟩+ β
2
∥α

(
Axk+1+Byk

)
∥2+

αβ⟨Axk+1+Byk,B
(
yk+1− yk

)
⟩− β

2
∥Axk+1+Byk∥2−

β⟨Axk+1+Byk,B
(
yk+1− yk

)
⟩ （15）

将式（14）和式（15）相加，可得

(
L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

))
+(

L̂β
(
xk+1,yk+1,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk+1,γk+1,α,yk

))
=

⟨γk+1−γk, Axk+1+Byk+1⟩+αβ⟨Axk+1+

Byk,B
(
yk+1− yk

)
⟩−β⟨Axk+1+Byk,B

(
yk+1− yk

)
⟩ =

⟨γk+1−γk,− 1
αβ

(
γk+1−γk

)
− 1−α
α

B
(
yk+1− yk

)
⟩+

1−α
α
⟨γk+1−γk +β

(
Byk+1−Byk

)
,B

(
yk+1− yk

)
⟩ =

− 1
αβ
∥γk+1−γk∥2+ (1−α)β

α
∥B

(
yk+1− yk

)
∥2 （16）

根据引理 4可得∥∥∥γk+1−γk
∥∥∥2
⩽

1
λBT B

∥∥∥BTγk+1−BTγk
∥∥∥2

∥∥∥BTγk+1−BTγk
∥∥∥2
=

∥∥∥∥∇h
(
yk+1

)
+∇yg

(
xk+1,yk+1

)
−

∇h
(
yk

)
−∇yg

(
xk,yk

)∥∥∥∥2
⩽ 2

∥∥∥∥∇h
(
yk+1

)
−

∇h
(
yk

)∥∥∥∥2
+2

∥∥∥∥∇yg
(
xk+1,yk+1

)
−∇yg

(
xk,yk

)∥∥∥∥2
⩽

2L2
1

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2
+2M2

∥∥∥xk+1− xk
∥∥∥2
+2M2

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2
=(

2L2
1 +2M2

)∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2
+2M2

∥∥∥xk+1− xk
∥∥∥2

∇h其中，第 2个不等式是由 的利普希茨连续性和

假设的 c得到。因此，∥∥∥γk+1−γk
∥∥∥2
⩽

1
λBTB

((
2L2

1 +2M2
)∥∥∥yk+1− yk

∥∥∥2
+

2M2
∥∥∥xk+1− xk

∥∥∥2
)

（17）

将式（17）代入式（16），得到(
L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

)
− L̂β

(
xk+1,yk,γk,α,yk

))
+(

L̂β
(
xk+1,yk+1,γk,α,yk

)
−L̂β

(
xk+1,yk+1,γk+1,α,yk

))
⩾

− 1
αβλBT B

((
2L2

1 +2M2
)∥∥∥yk+1− yk

∥∥∥2
+

2M2
∥∥∥xk+1− xk

∥∥∥2
)
+

(1−α)βλBT B
α

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2
=

 (1−α)βλBT B
α

−
2L2

1 +2M2

αβλBT B

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2−

2M2

αβλBT B

∥∥∥xk+1− xk
∥∥∥2

（18）

因此，将式（11），（13），（18）代入式（9），
得到
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Lβ
(
ωk

)
− Lβ

(
ωk+1

)
⩾

βµ−L3
(
yk

)
−ω

2
− 2M2

αβλBT B

×
∥∥∥xk+1− xk

∥∥∥2
+

βλBT B−L2
(
xk+1

)
−L1

2
+

(1−α)βλBT B
α

−
2L2

1 +2M2

αβλBT B

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2
⩾(

βµ−L3−ω
2

− 2M2

αβλBT B

)∥∥∥xk+1− xk
∥∥∥2
+(

βλBT B−L2−L1

2
+

(1−α)βλBT B
α

−

2L2
1 +2M2

αβλBT B

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2
⩾ δ

∥∥∥vk+1− vk
∥∥∥2

其中，第 2个不等式由假设的 e得到，在最后 1个

等式中，令

δ := min
{
βµ1−L3−ω

2
− 2M2

αβλBT B
,
βλBT B−L2−L1

2
+

(1−α)βλBT B
α

−
2L2

1 +2M2

αβλBT B


δ > 0由假设的 c可知， 。{
ωk

}
k∈N引理 6　令序列 由算法 GADMM生成，

且假设有界，因此，有

+∞∑
k=0

∥∥∥ωk+1−ωk
∥∥∥2
< +∞ （19）

{
ωk

}
k∈N{

ωk j
}

j∈N ωk j → ω∗ h g f

Lβ (·)

证明　由于序列 是有界的，则存在收敛

子列 且 。由 和 的连续性和 的下

半连续性可知 是下半连续的，从而可得

Lβ
(
ω∗

)
⩽ lim inf

j→∞
Lβ

(
ωk j

)
{
Lβ

(
ωk j

)}
j∈N{

Lβ
(
ωk j

)}
j∈N

{
Lβ

(
ωk j

)}
j∈N{

Lβ
(
ωk

)}
j∈N Lβ

(
ωk

)
⩾ Lβ (ω∗)

因此，序列 有下界，又由式（17）可知

单调递减，所以， 收敛，此

外， 也是收敛的，且 。

由引理 4可得
m∑

k=0

δ
∥∥∥vk+1− vk

∥∥∥2
⩽ Lβ

(
ω0

)
−Lβ

(
ωm+1

)
⩽

Lβ
(
ω0

)
−Lβ

(
ω∗

)
< +∞

δ > 0由 可得

+∞∑
k=0

∥∥∥vk+1− vk
∥∥∥2
< +∞

因此，

+∞∑
k=0

∥∥∥xk+1− xk
∥∥∥2
< +∞,

+∞∑
k=0

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2
< +∞ （20）

此外，由式（17）和式（20）可得

+∞∑
k=0

∥∥∥γk+1−γk
∥∥∥2
< +∞

因此，

+∞∑
k=0

∥∥∥ωk+1−ωk
∥∥∥2
< +∞

ξ > 0引理 7　存在 ，使得

d
(
0, ∂Lβ

(
ωk+1

))
⩽ ξ

∥∥∥vk+1− vk
∥∥∥ （21）

证明　根据增广拉格朗日函数的定义，可得

∂xLβ
(
ωk+1

)
= ∂ f

(
xk+1

)
+∇xg

(
xk+1,yk+1

)
−

ATγk+1+βAT
(
Axk+1+Byk+1

)
∂yLβ

(
ωk+1

)
= ∇h

(
yk+1

)
+∇yg

(
xk+1,yk+1

)
−

BTγk+1+βBT
(
Axk+1+Byk+1

)
∂γLβ

(
ωk+1

)
= −

(
Axk+1+Byk+1

)
（22）

进一步结合式式（7），可得

AT
(
γk −γk+1

)
+βATB

(
yk+1− yk

)
+

∇xg
(
xk+1,yk+1

)
−∇xg

(
xk+1,yk

)
∈∂xLβ

(
ωk+1

)
1
α

BT
(
γk −γk+1

)
+

(1−α)β
α

B
(
yk − yk+1

)
∈

∂yLβ
(
ωk+1

)
1
αβ

(
γk+1−γk

)
+

1−α
α

B
(
yk+1− yk

)
∈

∂γLβ
(
ωk+1

)
（23）

令

x∗k+1 = AT
(
γk −γk+1

)
+βATB

(
yk+1− yk

)
+

∇xg
(
xk+1,yk+1

)
−∇xg

(
xk+1,yk

)
y∗k+1 =

1
α

BT
(
γk −γk+1

)
+

(1−α)β
α

B
(
yk − yk+1

)
γ∗k+1 =

1
αβ

(
γk+1−γk

)
+

1−α
α

B
(
yk+1− yk

)
(
x∗k+1,y

∗
k+1,γ

∗
k+1

)
∈ Lβ

(
ωk+1

)
ξ1, ξ2, ξ3 > 0则 ， 且 存 在 ，

使得∥∥∥x∗k+1,y
∗
k+1,γ

∗
k+1

∥∥∥ ⩽ ξ1 ∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥+ ξ2 ∥∥∥γk+1−γk

∥∥∥+
ξ3

∥∥∥∥∇xg
(
xk+1,yk+1

)
−∇xg

(
xk+1,yk

)∥∥∥∥ （24）

又由假设的 c可得
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∥∥∥∥∇xg
(
xk+1,yk+1

)
−∇xg

(
xk+1,yk

)∥∥∥∥⩽M
∥∥∥yk+1−yk

∥∥∥（25）
根据式（17）可得∥∥∥γk+1−γk

∥∥∥⩽ 1√
λBT B

(√(
2L2

1 +2M2
)∥∥∥yk+1− yk

∥∥∥+
√

2M
∥∥∥xk+1− xk

∥∥∥) （26）

因此，由式（24）～（26）可得

d
(
0,∂Lβ

(
ωk+1

))
⩽

∥∥∥x∗k+1,y
∗
k+1,γ

∗
k+1

∥∥∥ ⩽ξ1+
√√(

2L2
1 +2M2

)
λBT B

+Mξ3

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥+

√
2
λBT B

M
∥∥∥xk+1− xk

∥∥∥
令

ξ =

√√√√√√√ξ1+
√√(

2L2
1 +2M2

)
λBT B

+Mξ3


2

+


√

2
λBT B

M


2

由上式可以得到式（21）。{
ωk

}
k∈N

S
(
ω0

)引理 8　假设序列 为算法生成的有界序

列，其所有极限点记为 ，则

S
(
ω0

)
d
(
ωk,S

(
ω0

))
→ 0,

k→ +∞
a.  是一个非空紧集，并且

；

S
(
ω0

)
⊂ crit Lβb.  ；

Lβ (·) S
(
ω0

)
c.  在 上取有限值且为常数，且

inf
k∈N

Lβ
(
ωk

)
= lim

k→+∞
Lβ

(
ωk

)
S

(
ω0

)
证明　a. 由 的定义可直接得到。

(x∗,y∗,γ∗) ∈ S
(
ω0

)
b. 对于任意点 ，存在子列{(

xk j ,yk j ,γk j
)}
→ (

x∗,y∗,γ∗
)
, k j→ +∞

x根据增广拉格朗日函数的定义，式（5）的 子

问题等价于

xk+1 ∈ argmin
x

{
Lβ

(
x,yk,γk

)}
xk+1 Lβ

(
x,yk,γk

)
x即 是 关于变量 的全局最小点，由此

可得

Lβ
(
xk+1,yk,γk

)
⩽ Lβ

(
x∗,yk,γk

)
Lβ (·) y γ又因为 关于 和 连续，则有

limsup
j→+∞

Lβ
(
xk j+1,yk j ,γk j

)
=

limsup
j→+∞

Lβ
(
xk j+1,yk j+1,γk j+1

)
⩽ Lβ

(
x∗,y∗,γ∗

)
（27）

+∞∑
k=0

∥∥∥ωk+1−ωk
∥∥∥2
< +∞由引理 6可得， ，从而{(

xk j+1,yk j+1,γk j+1
)}
→ (

x∗,y∗,γ∗
)
,k j→ +∞

Lβ (·)由函数 的下半连续性可得

lim inf
j→+∞

Lβ
(
xk j+1,yk j+1,γk j+1

)
⩾ Lβ

(
x∗,y∗,γ∗

)
（28）

因此，结合式（27）和式（28），可得

lim
j→+∞

Lβ
(
xk j+1,yk j+1,γk j+1

)
= Lβ

(
x∗,y∗,γ∗

)
由此可以推断

lim
j→+∞

f
(
xk j+1

)
= f

(
x∗

)
（29）

∇h,∇gx (·, ·) ,∇gy (·, ·){(
xk j ,yk j ,γk j

)}结合 的连续性，在式（6）中
对序列 取极限，可得

ATγk −∇xg
(
xk+1,yk

)
∈ ∂ f (x∗)

BTγk+1−∇yg
(
xk+1,yk+1

)
= ∇h (y∗)

Ax∗+By∗ = 0

(x∗,y∗,γ∗) ∈ S
(
ω0

)
即 。

(x∗,y∗,γ∗) ∈ S
(
ω0

)
c. 对于任意点 ，存在子列{(

xk j ,yk j ,γk j
)}
→ (

x∗,y∗,γ∗
)
, k j→ +∞

Lβ
(
ωk

)
由于 单调递减，结合式（27）和式（28），

可得

lim
j→+∞

Lβ
(
xk,yk,γk

)
= Lβ

(
x∗,y∗,γ∗

)
Lβ (·) S

(
ω0

)
因此， 在 是常数，且

inf
k∈N

Lβ
(
ωk

)
= lim

k→+∞
Lβ

(
ωk

)
Lβ (·)

+∞∑
k=0

∥∥∥ωk+1−ωk
∥∥∥ <

+∞
{
ωk

}
k∈N Lβ (·)

定理1　若 满足K−L性质，则

，且序列 收敛到 的一个稳定点。

lim
k→+∞

Lβ
(
ωk

)
= Lβ (ω∗) ,

∀ω∗ ∈ S
(
ω0

)证明　由引理 8可知，

，因此，考虑以下 2种情况：

k0 Lβ
(
ωk0

)
= Lβ (ω∗)a. 存在整数 使得 ，由引理 5

可知，

δ
∥∥∥vk+1− vk

∥∥∥2
⩽ Lβ

(
ωk

)
−Lβ

(
ωk+1

)
⩽ Lβ

(
ωk0

)
−Lβ

(
ω∗

)
= 0

k > k0 vk+1 = vk

k > k0+1 ωk+1 = ωk

因此，对任意的 ，有 ，结合式（16）可
知，对于任意的 ，有 成立。

k Lβ
(
ωk

)
> Lβ (ω∗)

k̃ > 0 k > k̃

b. 假设对于任意的 都有 成立，

存在 使得对于所有的 ，有

δ
∥∥∥vk+1− vk

∥∥∥2
⩽ ξ

∥∥∥vk − vk−1
∥∥∥∆k,k+1 （30）

其中，
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∆p,q = φ
(
Lβ

(
ωp)−Lβ

(
ω∗

))−φ (Lβ (ωq)−Lβ
(
ω∗

))
d
(
ωk,S

(
ω0

))
→ 0 Lβ

(
ωk

)
→ Lβ (ω∗)

ε,κ > 0 k̃ > 0

k > k̃

由 于 且 ， 那

么，对于任意的 ，存在 使得对于所有的

，有

d
(
ωk,S

(
ω0

))
< ε, Lβ

(
ω∗

)
< Lβ

(
ωk

)
< Lβ

(
ω∗

)
+ κ

S
(
ω0

)
Lβ (·) S

(
ω0

)
k > k̃

由于 是非空紧集，且 在 是常

数，由引理 3可得，对所有的 ，有

φ′
(
Lβ

(
ωk

)
−Lβ

(
ω∗

))
d
(
0, ∂Lβ

(
ωk

))
⩾ 1

由于

Lβ
(
ωk

)
− Lβ

(
ωk+1

)
=

(
Lβ

(
ωk

)
−Lβ

(
ω∗

))−(
Lβ

(
ωk+1

)
−Lβ

(
ω∗

))
φ利用函数 的凹性，可得

φ
(
Lβ

(
ωk

)
−Lβ

(
ω∗

))−φ (Lβ (ωk+1
)
−Lβ

(
ω∗

))
⩾

φ′
(
Lβ

(
ωk

)
−Lβ

(
ω∗

)) (
Lβ

(
ωk

)
−Lβ

(
ωk+1

))
φ′

(
Lβ

(
ωk

)
− Lβ (ω∗)

)
> 0因此，结合引理 7以及 ，

可得

Lβ
(
ωk

)
−Lβ

(
ωk+1

)
⩽

φ
(
Lβ

(
ωk

)
−Lβ (ω∗)

)
−φ

(
Lβ

(
ωk+1

)
−Lβ (ω∗)

)
φ′

(
Lβ

(
ωk)−Lβ (ω∗)

) ⩽

ξ
∥∥∥vk − vk−1

∥∥∥∥∥∥∥φ (Lβ (ωk
)
−Lβ

(
ω∗

))−
φ
(
Lβ

(
ωk+1

)
−Lβ

(
ω∗

))∥∥∥∥ = ξ ∥∥∥vk − vk−1
∥∥∥∆k.k+1

结合引理 5，可得式（30）成立，且由式（30）
可得 ∥∥∥vk+1− vk

∥∥∥ ⩽ √
ξ

δ
∆k,k+1 ·

∥∥∥vk − vk−1
∥∥∥ 1

2

2
√
αβ ⩽ α+β (∀α,β > 0)利用不等式  ，可得

2
∥∥∥vk+1− vk

∥∥∥ ⩽ ∥∥∥vk − vk−1
∥∥∥+ ξ
δ
∆k,k+1

k̃+1到m进一步，将上式从 求和，得到

2
m∑

k=k̃+1

∥∥∥vk+1− vk
∥∥∥ ⩽ m∑

k=k̃+1

∥∥∥vk − vk−1
∥∥∥+ ξ
δ
∆k̃+1,m

φ
(
Lβ

(
ωm+1

)
−Lβ (ω∗)

)
> 0 m→ +∞由于 ，令 ，上

式变为
+∞∑

k=k̃+1

∥∥∥vk+1− vk
∥∥∥ ⩽ ∥∥∥vk − vk−1

∥∥∥+
ξ

δ
φ
(
Lβ

(
ωk̃+1

)
−Lβ

(
ω∗

))
（31）

+∞∑
k=0

∥∥∥vk+1− vk
∥∥∥ < +∞即 ，因此，

+∞∑
k=0

∥∥∥xk+1− xk
∥∥∥ < +∞, +∞∑

k=0

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥ < +∞

进一步由式（17）可得
+∞∑
k=0

∥∥∥γk+1−γk
∥∥∥ < +∞

此外，由于∥∥∥ωk+1−ωk
∥∥∥ = (∥∥∥xk+1− xk

∥∥∥2
+

∥∥∥yk+1− yk
∥∥∥2
+∥∥∥γk+1−γk

∥∥∥2
) 1

2
⩽

∥∥∥xk+1− xk
∥∥∥+∥∥∥yk+1− yk

∥∥∥+ ∥∥∥γk+1−γk
∥∥∥

因此，
+∞∑
k=0

∥∥∥ωk+1−ωk
∥∥∥ < +∞

{
ωk

}
k∈N

{
ωk

}
k∈N且 是 Cauchy序列，因此， 收敛。

 

4    结　论

B

研究了非凸不可分离的线性约束优化问题，

以及求解该问题的广义交替方向乘子法（GADMM），

在矩阵 不是单位阵的情况下，要求其列满秩，通

过假设增广拉格朗日函数满足 K-L不等式，证明

了当惩罚参数大于一定的阈值时，算法生成的序

列收敛到增广拉格朗日函数的稳定点。
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