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求解可分离凸优化问题的惯性
近似松弛交替方向乘子法
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摘要：基于交替方向乘子法（ADMM）提出了一种求解可分离凸优化可行问题的惯性近似松弛交
替方向乘子法（IPR-ADMM）。新构造的算法不仅具有提高算法收敛性的优势的惯性外推项，而
且引入随机变量以随机加速新步长，从而提高算法的灵活性。并在适当的假设下，证明了算法的
全局迭代收敛性。数值实验结果表明，数据维数取值越大，算法收敛越快，越趋于稳定，且 IPR-
ADMM 算法的收敛性明显优于扩展的邻近交替方向法（ePADM）。
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Inertia approximate relaxation alternating direction multiplier
method for separable convex optimization problems
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Abstract: Based on alternating direction multiplier method (ADMM), an inertial approximate relaxation
alternating  direction  multiplier  method  (IPR-ADMM)  was  proposed  to  solve  separable  convex
optimization  feasible  problems.  The  new  algorithm  not  only  integrated  the  advantages  of  inertia
extrapolation term to improve the convergence of the algorithm, but also introduced random variables to
accelerate the new step size randomly, so as to improve the flexibility of the algorithm. Under suitable
assumptions, the global convergence of the algorithm was proved. The numerical results show that the
larger the data dimension is, the faster and more stable the convergence of the algorithm is. Moreover,
the convergence of IPR-ADMM algorithm is better than that of ePADM algorithm.

Keywords: inertia  approximate  relaxation; alternating  direction  multiplier  method; convex
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1    问题的提出

一个优化问题如果满足：

min f (x)

s.t. gi (x) ⩽ 0, i = 1,2, · · · ,m
h j (x) = 0, j = 1,2, · · · , p
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称该问题为一个凸优化问题。其中，目标函数 f 为
凸函数，不等式约束 gi 也为凸函数，而等式约束

hj 为一个仿射函数。

一个可分离的凸优化问题为

min {θ1(x)+ θ2(y)|Ax+By = b, x ∈ X, y ∈ Y} （1）

X ⊂ Rn1 ,Y ⊂ Rn2

f : X→ R g : Y→ R
A ∈ Rm×n1 , B ∈ Rm×n2 b ∈ Rm

式 中 ： 是 有 界 闭 合 非 空 凸 集 ；

和 是凸函数（非必要光滑的）；

和 。

交替方向乘子法（ADMM）是一种求解具有可

分离的凸优化问题的重要方法。由于其处理速度

快、收敛性能好，ADMM算法在统计学习、机器

学习等领域有着广泛应用，在求解可分离凸优化

问题上具有简单、灵活、实用性强的效果。其优

势在于利用对偶上升算法的可分离性，可以将大

规模问题拆分成 2个甚至多个小规模的子问题，

随后交替求解分解所得的各个小规模子问题，从

而提高了求解问题的效率。ADMM算法最早由

Glowinski等[1] 和 Gabay等[2] 提出，ADMM算法的

经典迭代步骤为

xk+1 = arg min
x∈X

{
θ1(x)+

⟨
λk, Ax+Byk −b

⟩
+

β

2

∥∥∥Ax+Byk −b
∥∥∥2

}
yk+1 = arg min

y∈Y

{
θ2(y)+

⟨
λk, Axk+1+By−b

⟩
+

β

2

∥∥∥Axk+1+By−b
∥∥∥2

}
λk+1 = λk −β(Axk+1+Byk+1−b)

（2）

f (x) g(x)

ADMM在每一步迭代中都能解决较简单的子

问题，并且可以分别利用 和 的结构。众所

周知，如式（1）具有 KKT点，则由式（2）生成的对

偶序列收敛到对偶问题的最优解，但是，在没有

附加条件的情况下，原始迭代序列不一定收敛。

为了改善原始收敛性，Eckstein[3] 首先通过向式（2）
的子问题添加一些二次项，提出了邻近 ADMM
算法。经研究发现，惯性技术也可以加入 ADMM
算法中，在适当的假设条件下能够加速算法的收

敛效果。Alvarez[4] 最早提出惯性技术这一概念，

其基本思想是利用当前迭代和上一步迭代之间的

相关联系得到下一步迭代，这样不仅能够较快地

得到所求问题的最优解，而且在收敛性证明上也

相对容易。近年来，惯性技术被运用于邻近点算

法（PPM）求解极大单调算子包含问题。通常情况

下，为了加速邻近点算法的收敛速度，考虑二阶

微分包含问题

w′′+γw′+∇ψ(w) = 0

γ > 0式中， 是一个摩擦参数。

wk−1 wk

具体来说，Alvarez[4] 提出了一种隐式离散化

方法，给定任意的 和 ，生成的下一个迭代点

可以由下式得到：

wk+1−2wk +wk−1

h2 +γ
wk+1−wk

h
+∇ψ(wk+1) = 0

于是可以得到算法的迭代形式为

wk+1 = (I+λ∇ψ)−1(wk +α(wk −wk−1))

λ = h2/(1+γh),α = 1/(1+γh)其中， 。

wk +α(wk −wk−1)

与邻近点算法相比，算法的迭代形式可以看

作是将外推点 应用于邻近点算法，

故称其为惯性邻近点算法。随后，惯性技术被应

用于其他算法中。2014年，Lorenz等 [5] 提出了惯

性向前−向后分裂算法，并在文献 [6−8]算法的基

础上结合 Nesterov方法对算法进行改进，即只针

对 y−子问题使用惯性技术，并通过数值实验证明

了该算法的有效性。惯性 Douglas-Rachford算子分

裂方法[9]、惯性三算子分离算法[10] 和惯性 ADMM[11]

也相继被提出。Chen等 [12] 通过结合邻近 ADMM
算法[13] 和惯性邻近点算法[7-8] 提出了求解带有线性

约束可分离凸优化问题的惯性邻近 ADMM算法，

同时说明了矩阵并非一定是正定的，也可以是半

正定的，并证明了算法的收敛性。

基于惯性技术在加快收敛性方面具有很好的

效果，本文对可分离凸优化问题采用惯性技术，

同时引入随机加速的随机变量以更新步长，提出

了惯性近似松弛交替方向乘子法。在适当的假设

条件下，基于惯性邻近点法的收敛性证明了惯性

邻近 ADMM算法的收敛性。另外，数值实验验证

了新算法在实践中具有更好的数值表现。 

2    预备知识

∥u∥ =
√

uTu ⟨·, ·⟩
Ω ∈ Rm×Rn×Rr

PΩ Ω

表示 Educlidean范数 ，  表示内

积。令 是一个非空闭合凸子集，

(x)为向量 x在凸集 的投影，即

PΩ(x) = arg min
y∈Ω

∥x− y∥

ζ > 0 ζ引理 1　令 ， 是一个常量，并且 C是一

个非空闭凸集，那么，当且仅当
x∗ = PC[x∗− ζ f (x∗)]

x∗ ∈ C是 VI( f, C )的最优解。

e(x, ζ) = x−PC[x− ζ f (x)]记 为投影方程的残差。
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VI( f ,C) e(x, ζ) ∥ (x, ζ) ∥为等价于 的零点。因此，将 当

作算法的终止准则。

ζ > 0 ∥ (x, ζ) ∥引理 1表明，对于任意的 ， 是一

个非增函数。

Ω ∈ Rm×Rn×Rr

x, y ∈ RN z ∈ Ω
引理 2[14]　令 是一个非空闭凸

集，那么，对任意的 和  ，有

⟨PΩ(x)− x, z−PΩ(x)⟩ ⩾ 0a.  ；

∥PΩ(x)−PΩ(y)∥2 ⩽ ⟨PΩ(x)−PΩ(y), x− y⟩b.  ；

∥PΩ(x)− z∥2 ⩽ ∥x− z∥2−∥PΩ(x)− x∥2c.  ；

∥PΩ(x)−PΩ(y)∥⩽∥x−y∥−∥PΩ(x)− x+y−PΩ(y)∥d.  。

C = {x|Ax+By =
b, x, y ∈ Q} A,B ∈ Rm×n, b ∈ Rm Q RN

+

VI( f ,C)

u∗ ∈ Q

通常可行集 C具有如下形式：

。其中， ， 是 的

一个简单的凸集，那么，基本的 VI(f, C)可以转换

为结构化的变分不等式问题，表示为 ：找

到一个 ，使得

θ(u)− θ(u∗)+F(w∗)T(w−w∗) ⩾ 0, ∀u ∈ Q （3）

其中，

u :=
(

x
y

)
, w :=

 x
y
λ

 , F(w) :=

 −ATλ
−BTλ

Ax+By−b


C ⊆ Rn Rn定义 1　令 f 是从 到 的一个映射，若

(u− v)T( f (u)− f (v)) ⩾ 0, ∀u, v ∈ C

则 f 在 C上是单调的。

Rn F : C→ Rn如果 C是 上的一个紧凸集，且 是

一个连续映射，那么，变分不等式问题 (VIP)至少

有 1个解。进而可知，若函数是单调的，那么，

变分不等式问题的解存在且唯一。

Rn F：
C→ Rn

x, y ∈ C ⟨x− y,F (x)−F (y)⟩ ⩾ 0, ∀x, y ∈ C

引理 3　如果 C是 的非空闭凸集，而

是一个连续映射，那么，对于任意给定的

，有 。

{Xn} X1,X2, · · · ,Xn, · · ·
ε > 0

lim
n→∞

P{(Xn−X) > ε} = 0 {Xn}
Xn

P−→ X

定义 2　假设序列 是由 组

成 的 随 机 变 量 ， 如 果 对 于 任 意 的 ， 有

，那么，序列 以概率收

敛到 X，记为 。

ε > 0

r > 0

引理 4　马尔可夫不等式：对于任何 和

，有

P (|X| ⩾ ε) ⩽
E(|X|)r

εr

Xn
P−→ X Xnk → X引理 5　假设  ，那么，一定有 。

 

3    惯性近似松弛 ADMM

现针对可分离凸优化问题构建惯性近似松弛

交替方向乘子法（IPR-ADMM）。

问题（1）的增广拉格朗日函数为

L(x, y,λ)=θ1(x)+θ2(y)−λT(Ax+By−b)+
β

2
∥ Ax+By−b∥2

(x∗, y∗) ∈ X×Y

λ∗ ∈ Rm (x∗, y∗,λ∗)

如果 是问题的最优解，那么，存

在一个 ，使得 是一个鞍点，满足
L(x, y∗,λ∗)−L(x∗, y∗,λ∗) ⩾ 0, ∀x ∈ X
L(x∗, y,λ∗)−L(x∗, y∗,λ∗) ⩾ 0, ∀y ∈ Y
L(x∗, y∗,λ)−L(x∗, y∗,λ∗) ⩾ 0, ∀λ ∈ Rm

（4）

因此，由式（4）得出
x∗ = argmin

x∈X
L(x, y∗,λ∗)

y∗ = argmin
y∈Y

L(x∗, y,λ∗)

λ∗ = argmin
λ∈Rm

L(x∗, y∗,λ)

（5）

根据引理 1，问题（1）的最优解可表示为
θ1(x)− θ1(x∗)− (x− x∗)(ATλ∗) ⩾ 0, ∀x ∈ X
θ2(y)− θ2(y∗)− (y− y∗)(BTλ∗) ⩾ 0, ∀y ∈ Y

(λ−λ∗)T(Ax∗+By∗−b) ⩾ 0, ∀λ ∈ Rm

（6）

W∗
通过式（6）的紧凑形式，问题（1）的解集为

，其中，
W := X×Y×Rm, θ(u) =: θ1(x)+ θ2(y)

现介绍本文的主要算法。

算法 1　惯性近似松弛 ADMM。

wk (x−1, y−1,λ−1) = (x0,

y0,λ0)

a. 对于给定的一个 ，令

，有
(x̄k, ȳk, λ̄k) = (xk, yk,λk)+

τk(xk − xk−1, yk − yk−1,λk −λk−1) （7）
b.计算

x̃k = argmin
x∈X

{
θ1(x)−

⟨
λ̄

k
, Ax+Bȳk −b

⟩
+

β

2

∥∥∥Ax+Bȳk −b
∥∥∥2
+

R
2

∥∥∥x− x̄k
∥∥∥2

}
ỹk = argmin

y∈Y

{
θ2(y)−

⟨
λ̄

k
, Ax̃k +By−b

⟩
+

β

2

∥∥∥Ax̃k +By−b
∥∥∥2
+

S
2

∥∥∥y− ȳk
∥∥∥2

}
λ̃

k
= λ̄

k −β(Ax̃k +Bỹk −b)

（8）

c.计算
wk+1 = w̄k −ηkαk(w̄k − w̃k) （9）

其中，

ξk=ω(a,b), ηk=
1
k

k∑
i=1

ξk

αk =
∥ w̄k−w̃k ∥2Q+(λ̄

k−λ̃k)TB(ȳk− ỹk)

∥ w̄k−w̃k ∥2Q
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c. 停止准则。计算

c =
max (|wk+1−wk |)
max (|w0− w̃0|)

⩽ 10−4

k = k+1如果 c < ε，停止；否则，令 返回 a。
ξk = ω (a,b)

ξk = ω (a,b)

E(ξk), k = 1,2, · · ·
ρ(AT A)或A−1

为了确保收敛，需要满足 是某个独

立且均匀分布的扩展序列，并且 的数学

期望为 。另外，在整个迭代过程不

需要计算 。 

4    收敛性证明

现利用变分不等式证明算法 1的全局收敛

性。根据式（8）的变分不等式形式生成如下形式的

迭代方案：

(x′− x̃k){θ1(x̃k)− AT[λ̄k −β(Ax̃k +Bȳk −b)]+

R(x̃k − x̄k)} ⩾ 0,∀x′ ∈ X
(y′− ỹk){θ2(ỹk)−BT[λ̄k −β(Ax̃k +Bỹk −b)]+

S (ỹk − ȳk)} ⩾ 0,∀y′ ∈ Y
λ̃k = λ̄k −β(Ax̃k +Bỹk −b)

（10）

先介绍一些引理和定理用以证明算法的收敛性。

{τk}∞k=0假设 1 [15]　假设 满足：

k > 0 0 ⩽ τk ⩽ τ τ ∈ [0,1)a. 对于任意的 ，有 ，其中,  ；

∞∑
k=0

τk ∥ wk −wk−1 ∥2Q<∞

b. 惯性近似松弛 ADMM产生的序列满足

。

w̃k = (x̃k, ỹk, λ̃k) w∗ ∈W∗引理 6　令 ，对任意的 ，

得到[16]

(w̄k −w∗)TQ(w̄k− w̃k) ⩾∥ w̄k− w̃k ∥2Q +(λ̄k − λ̃k)TB(ȳk− ỹk)

其中，Q是一个正半定矩阵，

Q =


RIn1 0n1×n2 0n1×m

0n2×n1 βBTB+S In2 0n2×m

0 0
1
β

Im


w∗ ∈W∗, x̃ ∈ X ỹ ∈ Y证明　由于 和 ，可得{

(x̃k − x∗)T(θ1(x∗)− ATλ∗) ⩾ 0
(ỹk − y∗)T(θ2(y∗)−BTλ∗) ⩾ 0

（11）

θ1 θ2

分别将式（10）和式（11）对应相加，由函数

和 的单调性，可得
(Ax̃k − Ax∗)T(λ̃k −λ∗)+ (x̄k − x̃k)R(x̃k − x∗) ⩾

β(Ax̃k − Ax∗)(Bȳk −Bỹk)

(Bỹk −By∗)T(λ̃k −λ∗)+ (ȳk − ỹk)S (ỹk − y∗) ⩾ 0

（12）

Ax∗ + By∗−b = 0将式（10）和式（12）相加，由 ，

可得

1
β

(λ̄k − λ̃k)(λ̃k −λ∗)T+ (x̄k − x̃k)R(x̃k − x∗)+

(ȳk− ỹk)S (ỹk − y∗) ⩾ β(Ax̃k−Ax∗)(Bȳk−Bỹk) （13）

β(Bỹk −By∗)T(Bȳk−
Bỹk) Ax∗ + By∗−b = 0

在式（13）的两边同时加上

，结合矩阵 Q的定义和 ，可得

(w̃k −w∗)TQ(w̄k − w̃k) ⩾

β(Ax̃k +Bỹk −b)T(Bȳk −Bỹk) （14）

联合（10）和（14），可得

(w̃k −w∗)TQ(w̄k − w̃k) ⩾ (λ̄k − λ̃k)T(Bȳk −Bỹk) （15）

(w̄k −w∗)TQ(w̄k−w̃k)⩾∥ w̄k− w̃k ∥2Q+(λ̄
k − λ̃k)T(Bȳk−Bỹk)

引理 6得证。

w̃k = (x̃k, ỹk, λ̃k)

w∗ ∈W∗
引理 7　由式（8）可知， ，对任

意的 ，可得

∥ w̄k −w∗ ∥2Q⩾∥ w̃k −w∗ ∥2Q +

2(λ̄k − λ̃k)T(Bȳk −Bỹk)+ ∥ w̃k − w̄k ∥2Q （16）

证明　由引理 6和式（10），可得

∥ w̃k−w∗ ∥2Q= ∥ w̄k −w∗− (w̄k − w̃k) ∥2Q=
∥ w̄k −w∗ ∥2Q −2(w̄k −w∗)TQ(w̄k − w̃k)+

∥ w̄k−w̃k ∥2Q⩽∥ w̄k−w∗ ∥2Q−2[∥ w̄k−w̃k ∥2Q+
(λ̄k − λ̃k)T(Bȳk −Bỹk)]+ ∥ w̄k − w̃k ∥2Q=
∥ w̄k −w∗ ∥2Q −2(λ̄k − λ̃k)T(Bȳk −Bỹk)−
∥ w̄k − w̃k ∥2Q

d(w̄k, w̃k) = w̄k − w̃k ∥ w̄k −w∗ ∥2Q式（ 16）表明， 是

的梯度下降方向。

w̃k = (x̃k, ỹk, λ̃k) w∗ ∈W∗引理 8　令 ，对任意的 ，

定义如下函数：

wk+1(α) = w̄k −αk(w̄k − w̃k) （17）

θk(α) =∥ w̄k −w∗ ∥2Q − ∥ wk+1(α)−w∗ ∥2Q （18）

φ(w̄k, w̃k) =∥ w̄k − w̃k ∥2Q +(λ̄k − λ̃k)TB(ȳk − ỹk) （19）

ψk(α) = 2αφ(w̄k, w̃k)−α2 ∥ w̄k − w̃k ∥2Q （20）

w∗ = (x∗, y∗,λ∗) ∈W∗,α ⩾ 0

θk(α) ⩾ ψk(α)

对任意给定的 ，都存

在 。

证明　由式（17）～（20）的定义可知

∥ wk+1(α)−w∗ ∥2Q=∥ w̄k −αk(w̄k − w̃k)−w∗ ∥2Q=
∥ w̄k −w∗ ∥2Q −2α(w̄k − w̃k)TQ(w̄k −w∗)+

α2
k ∥ w̄k − w̃k ∥2Q⩽∥ w̄k −w∗ ∥2Q −2αφ(w̄k, w̃k)+

α2 ∥ w̄k − w̃k ∥2Q=∥ w̄k −w∗ ∥2Q −ψ
k(α)

θk(α) ⩾ ψk(α)因此，引理 8得证，即 。
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ψk(α) θk(α)

θk(α) ⩾ ψk(α) ψk(α)

α

由引理 8可知， 是 的一个下界，且

。从 的定义可知，这是一个关于

的二次函数，且它的最大值

αk =
φ(w̄k, w̃k)
∥ w̄k − w̃k) ∥2Q

=
∥ w̄k − w̃k ∥2Q +(λ̄k − λ̃k)

T
B(ȳk − ỹk)

∥ w̄k − w̃k ∥2Q
即最优步长。

{τk}∞k=0 w̃k = (x̃k, ỹk, λ̃k)

w∗ ∈W∗ lim
k→∞

∥∥∥wk−
w∗∥Q

引理 9　设 满足假设 1，令

（由式（8）得到），对任意的 ，有

存在。

证明　由引理 3和式 (10)可知，

⟨w̃k −w∗,Q(w̃k − w̄k)⟩ ⩽ θ(u∗)− θ(ũk)−
⟨w̃k −w∗,F(w̃k)⟩ ⩽ θ(u∗)− θ(ũk)−
⟨w̃k −w∗,F(w̃k)⟩− ∥ w̃k −w∗∥2 ⩽
− ∥ w̃k −w∗∥2 （21）

又由式（8）可得

⟨w̃k −w∗,Q(w̃k − w̄k)⟩ = ⟨w̃k −w∗,Q(w̃k −wk−
τk(wk −wk−1))⟩ = ⟨w̃k −w∗,Q(w̃k −wk)⟩−
τk⟨w̃k −w∗,Q(wk −wk−1)⟩ （22）

hk=∥ wk−w∗ ∥2Q, h̃k=∥ w̃k−w∗ ∥2Q, gk=2τk ∥ wk−
wk−1 ∥2Q

定义

，计算可得

2⟨w̃k −w∗,Q(w̃k −wk)⟩ = h̃k −hk+ ∥ w̃k −wk ∥2Q （23）

2⟨w̃k −w∗,Q(wk −wk−1)⟩ = hk −hk−1+

∥ wk −wk−1 ∥2Q +2⟨w̃k −wk,Q(wk −wk−1)⟩ （24）

结合式（21）～（24），整理可得
h̃k−hk −τk(hk −hk−1) ⩽ − ∥ w̃k −wk ∥2Q +

2τk⟨w̃k −wk,Q(wk −wk−1)⟩+τk ∥ wk −wk−1 ∥2Q −
2 ∥ w̃k −w∗ ∥2Q= − ∥ w̃k − w̄k ∥2Q +(τ2

k +τk) ∥ wk−
wk−1 ∥2Q −2 ∥ w̃k −w∗ ∥2Q⩽ − ∥ w̃k − w̄k ∥2Q +
2τk ∥ wk −wk−1 ∥2Q −2 ∥ w̃k −w∗ ∥2Q ⩽
− ∥ w̃k − w̄k ∥2Q +2τk ∥ wk −wk−1 ∥2Q （25）

h̃k −hk ⩽ τk(hk−
hk−1)+gk ⩽ τk[hk −hk−1]++gk t ∈ R
[t]+ :=max{t,0}

根据不等式 (25)可以推测出

，其中，对于 ，有

。因此，有

[h̃k −hk]+ ⩽τk[hk −hk−1]++gk ⩽

τk+1[h0−h−1]++
k∑

j=0

τk
jgk− j （26）

w0 = w−1 pk = hk −hk−1

p0 = [p0]+ = 0 g0 = 0

根据假设 ，且令 。可得

和 。根据式（26），有
∞∑

k=0

[p0]+ ⩽
1

1−τ

∞∑
k=0

gk =
1

1−τ

∞∑
k=1

gk <∞ （27）

其中，第 2个不等式由假设 1的 b得到。

qk := hk −
k∑

j=1

[g j]+ gk ⩾ 0

qk

令 ，由式（27）和 ，可得

是有下界的，即

qk+1 = hk+1− [gk+1]+−
k∑

j=1

[g j]+ ⩽

hk+1−gk+1−
k∑

j=1

[g j]+ = hk −
k∑

j=1

[g j]+ = qk

k→∞ {qk}当 ，序列 收敛，有极限

lim
k→∞

hk =

k∑
j=1

[g j]++ lim
k→∞

qk

{hk} lim
k→∞

∥∥∥wk −w∗
∥∥∥Q因此， 收敛，即 存在。证毕。

{τk}∞k=0

{wk} 0 < a <

E(ξk) = ρ < b
∞∑

k=0

∥ w̃k − w̄k ∥2Q⩽∞ lim
k→∞

∥∥∥w̃k−

w̄k
∥∥∥Q = 0

引理 10　假设 是满足假设 1的非负参数

序列，且序列 是由算法 1生成。如果

， 则 ， 有

。

证明　由引理 6、假设 1和式 (9)，
∥ wk+1−w∗ ∥2Q=∥ w̄k −ηkαk(w̄k − w̃k)−w∗ ∥2Q=

∥ w̄k −w∗ ∥2Q −2ηkαk(w̄k −w∗)Q(w̄k − w̃k)+

η2
kα

2
k ∥ w̄k − w̃k ∥2Q⩽∥ wk −w∗ ∥2Q +

2(wk −w∗)(τk(wk −wk−1))+τ2
k ∥ wk −wk−1 ∥2Q +

(λ̄k − λ̃k)TB(ȳk − ỹk))+η2
kα

2
k ∥ w̄k − w̃k ∥2Q⩽

∥ wk −w∗ ∥2Q +2(wk −w∗)(τk(wk −wk−1))+

τ2
k ∥ wk −wk−1 ∥2Q −

1
2
ηk(2−ηk)αk(∥ w̄k−

w̃k ∥2Q +(λ̄k − λ̃k)TB(ȳk − ỹk)) （28）

可得

(wk −w∗)(τk(wk −wk−1)) =
1
2
∥ wk −w∗ ∥2Q −

1
2
∥ wk−1−w∗ ∥2Q +

1
2
∥ wk −wk−1 ∥2Q （29）

τk < 1 τ2
k < τk又因为当 时， ，将式（29）代入式（28），

可得

∥ wk+1−w∗ ∥2Q ⩽∥ wk −w∗ ∥2Q + ∥ wk −w∗ ∥2Q − ∥ wk−1−
w∗ ∥2Q + ∥ wk −wk−1 ∥2Q +τ

2
k ∥ wk −wk−1 ∥2Q −

1
2
ηk(2−ηk)αk ∥ w̄k − w̃k ∥2Q⩽∥ wk −w∗ ∥2Q +

τk pk + (τk +τ
2
k) ∥ wk −wk−1 ∥2Q −

1
2
ηk(2−ηk)αk ∥ w̄k − w̃k ∥2Q⩽∥ wk −w∗ ∥2Q +

[pk]++2τk ∥ wk −wk−1 ∥2Q −
1
2
ηk(2−ηk)αk ∥ w̄k − w̃k ∥2Q （30）
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c =
1
2
ηk(2−ηk)αk记 ，式（30）可转变为

∥ w̃k−w̄k ∥2Q⩽
1
c

(
∥ wk −w∗ ∥2Q − ∥ wk+1−

w∗ ∥2Q +[pk]++2τk ∥ wk −wk−1 ∥2Q
)
（31）

ξ1, ξ2, · · · , ξk, · · ·
ηk,wk, w̃k τk ∥ wk −wk−1 ∥2Q

由于 是独立的且均匀分布，可得

, 也是独立的，且由于

E(ηk) = E

1
k

k∑
i=1

ξk

 = 1
k

k∑
i=1

E(ξk) = ρ,E(α) >
1
2

有

E(∥ w̃k − w̄k ∥2Q) ⩽ E(∥ wk −w∗ ∥2Q − ∥ wk+1−w∗ ∥2Q +
[pk]++2τk ∥ wk −wk−1 ∥2Q) ⩽ mE(∥ wk −w∗ ∥2Q −
∥ wk+1−w∗ ∥2Q +[pk]++2τk ∥ wk −wk−1 ∥2Q) （32）

m = E
(

1
c

)
=

4
ρ(2−ρ)

其中， 。

k 取 0～∞，对式（32）的两边求和，结合式

（27）、假设 1和引理 9，引理 10得证。

{τk}∞k=0

{wk}
定理 1　假设 是满足假设 1的非负参数

序列，且序列 是由算法 1生成的序列，则有
∞∑

k=1

∥∥∥Ax̃k +Bỹk −b
∥∥∥2
<∞ lim

k→∞
E(∥Ax̃k+

Bỹk −b∥)

a.  ，因此，有

=0；
θ1(x̃k)+ θ2(ỹk) k→∞b.  （ 时）收敛到问题（1）的最

优值。
∞∑

k=0

∥∥∥w̃k − w̄k
∥∥∥2

g ⩽∞
∞∑

k=0

∥∥∥λ̃k − λ̄k
∥∥∥2
<∞

证明　a. 由引理 10可得， ，

因此， 。

Ax̃k +Bỹk −b =
1
β

(
λ̄k − λ̃k

)
又由式（8）可知，
∞∑

k=1

∥∥∥Ax̃k +Bỹk −b
∥∥∥2
=

∞∑
k=1

∥∥∥∥∥1
β

(λ̃k − λ̄k)
∥∥∥∥∥2
<∞

lim
k→∞

E(∥Ax̃k +Bỹk −b∥) = 0

因此， ，即

。

w∗ = (x∗, y∗,λ∗) ∈W∗ w̃k =

(x̃k, ỹk,λ∗)

b. 令 ，在式（3）中，令

，由 F的定义可得

θ1(x̃k)+ θ2(ỹk)− θ1(x∗)− θ2(y∗) ⩾
⟨
λ∗, Ax̃k +Bỹk −b

⟩
因此，有

lim
k→∞

inf (θ1(x̃k)+ θ2(ỹk)) ⩾ θ1(x∗)+ θ2(y∗) （33）

w = w∗另一方面，令 ，式（6）等价于式（34）。

θ(u∗)−θ(ũk)+
⟨
w∗− w̃k,F(w̃k) + Q(w̃k − w̄k)

⟩
⩾ 0（34）

结合式（34）

lim
k→∞

E(∥Ax̃k +Bỹk −b |) = 0
∞∑

k=0

∥∥∥w̃k − w̄k
∥∥∥2

g ⩽∞和

有

lim
k→∞

sup θ1(x̃k)+ θ2(ỹk) ⩽ θ1(x∗)+ θ2(y∗) （35）

结合式（33）和式（35），定理 1的 b得证。

0<a<E(ξk)=ρ<b w̃k = (x̃k, ỹk, λ̃k)

w∗ w∗ ∈W∗

R > 0,S +βBTB > 0

{wk} w∞ ∈W∗

定理 2　如果 ,令
是由式（8）生成，那么，对任意的 ， 都是

问题 (1)的最优解。如果 ，序列

依概率收敛到 。

w∗ ∈W∗

lim
k→∞

∥∥∥wk −w∗
∥∥∥Q {Qwk}

{Rxk}{(S +βBTB)yk}·{
1
β
λk

}
R > 0,S +βBTB > 0

{E(wk)} {E(w̃k)}
lim
k→∞

E(∥ wk − w̃k ∥2Q) = 0。

证明　对任意的 ，由引理 9可知，

存在。因此，可得序列 是有界

的。同时由矩阵 Q的定义，有

是有界的。当  时，序列

是有界的。由式（32）可知， 也是有界

的，且

{E(wk)}{E(w̃k)}由定理 1和序列 是有界的，可知

lim
k→∞

E
(
∥Ax̃k +Bỹk −b∥2Q+ ∥B(yk − ỹk)∥2Q

)
= 0 （36）

{E(w̃k)}
E(w∞) {E(wk)}
{E(w̃ki )} E(w∞) {w̃ki }
w∞ ∈W∗ w̃ki

P→w∞

由 是有界的，可知它至少有 1个聚点。

令 是 其中的 1个聚点，那么，有子序

列 收敛到 ，且子序列 依概率收敛

到 ，记作 。

{w̃k j }
w∞

{
w̃k j

}由引理 5可知，子序列 几乎必然收敛到

。因此，它的子序列可标记为 ，记作

lim
j→∞

w̃k j = w∞ a.s. （37）

由式 (7)，(36)和 (37)可知，
lim
j→∞

(x− x̃k j )T{θ1(x̃k j )− ATλ̃k j } ⩾ 0, ∀x ∈ X

lim
j→∞

(y− ỹk j )T{θ2(ỹk j )−BTλ̃k j } ⩾ 0, ∀y ∈ Y

lim
j→∞

(Ax̃k j +Bỹk j −b) = 0
(x− x∞)T{θ1(x∞)− ATλ∞} ⩾ 0,∀x ∈ X

(y− y∞)T{θ2(y∞)−BTλ∞} ⩾ 0,∀y ∈ Y
Ax∞+By∞−b = 0

那么，有

w∞ ∈W∗因此， 。

lim
j→∞

E(w̃k j ) = E(w∞) lim
l→∞

E(∥ w̃kl−
w∞ ∥2Q)= 0

又 由 ， 可 知

。

ε > 0 l > 0根据式（31）可知，对任意的 ，存在 ，

可得

E(∥ wkl − w̃kl ∥2Q) <
ε

2
（38）

E(∥ w̃kl −w∞ ∥2Q) <
ε

2
（39）

k > kl,因此，对任意的  由式 (38)和式 (39)可得

E(∥ wk −w∞ ∥2Q) ⩽ E(∥ wkl −w∞ ∥2Q) ⩽

E(∥ wkl − w̃kl ∥2Q)+E(∥ w̃kl −w∞ ∥2Q) < ε （40）
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lim
k→∞
∥ wk −w∞ ∥2Q= 0。记作

ε > 0

l > 0

由引理 4和式 (40)，对任意的 ，存在

，可知

P(∥ wk −w∞∥2Q ⩾ ε) ⩽
E(∥ wk −w∞∥2Q)

ε
< ε

lim
k→∞

P(∥ wk −w∞∥2Q ⩾ ε) = 0 {wk}
w∞ wk P→w∞

因此， ，并且序列 依

概率收敛到 ，记作 。 

5    数值实验

数值实验所用软件为 Matlab 2017b，电脑配置

为 Intel四核 i7 2.4GHz CPU，并在 Vista操作系统

上运行 8GB RAM。

例 1　首先考虑财务和统计问题[15]，

min
{

1
2
∥ X−C ∥2F| X ∈ S n

+

∩
S B

}
（41）

S B = {H ∈ Rn×n | HL ⩾ H ⩾ HU }其中， 。

X−Y = 0通过引入一个辅助变量 Y，使得 ，问

题 (41)可以被重构为一个可分离的凸优化问题，

min
{

1
2
∥ X−C ∥2F +

1
2
∥ Y−C ∥2F| X=Y,

X ∈ S n
+,Y ∈ S B

}
（42）

ρ(AT A) = ρ(BTB) = 1

显然，问题 (42)是问题 (1)的一个特殊形式，

其中， 。

λ ∈ Rn×n X−Y = 0

(Xk,Yk,λk)

(Xk+1,Yk+1,λk+1)

令 是线性约束 的拉格朗日乘

子。对于一个给定的 ，算法 1产生的新

的迭代 由如下公式生成：

X̃k = argmin
X∈S n

+

{
1
2
∥ X−C∥2+

⟨
λ̄k,X− Ȳk

⟩
+

β

2
∥ X− Ȳk∥2+ R

2
∥ X− X̄k∥2

}
Ỹk = argmin

Y∈S B

{
1
2
∥ Y−C∥2+

⟨
λ̄k, X̃k −Y

⟩
+

β

2
∥ X̃k −Y∥2+ S

2
∥ Y− Ȳk∥2

}
λ̃k = λ̄k −β(X̃k − Ỹk)

（43）

迭代式 （ 43）的 X−子问题通过奇异值分解

（SVD）进行求解，它承担每次迭代过程中的主要

计算负荷。迭代式（43）的 Y−子问题是一个投影，

有如下形式：

Ỹk = PS B

{
1

S +2
(X̃k − λ̄k +C+S Ȳk)

}
PS B其中， 表示由欧几里得范数到集合 SB 的投影。

C =
(
ci j

)
n×n

ci j ∈ (−1,1)

C =
(
ci j

)
n×n

n×n λ0

ε =
max

(∣∣∣wk+1−wk
∣∣∣)

max
(∣∣∣w0− w̃0

∣∣∣) ⩽ 10−4

据文献 [16]，在数值实验中，对于任意的 i，
j，设 是一个满足 的随机矩

阵。对于每个给定 ，将测试 20个随机

实例。将 X0 和 Y0 设置为 独立性矩阵， 是一

个n 维零向量，并且将 记为

算法的终止准则。数值实验结果如表 1～4所示。
 

  
表 1    参数 R, S 不同取值的数值结果比较

Tab.1    Comparison of numerical results on different values of
parameters R and S

算法

阶数n

R=0.01, S=0.01 R=0.1, S=0.1 R=1, S=1

迭代次数 CPU时间/s 迭代次数 CPU时间/s 迭代次数 CPU时间/s

50 138 1.290 52 0.340 52 0.276

100 211 2.785 81 1.193 48 0.703

200 278 14.618 83 4.390 22 1.477
 
 

 

  
τk表 2    参数 不同取值的数值结果比较

τk

Tab.2    Comparison of  numerical  results  with different  values
of parameters 

算法

阶数n

τk=0.3 τk=0.5 τk=0.8

迭代次数 CPU时间/s 迭代次数 CPU时间/s 迭代次数 CPU时间/s

50 31 0.512 52 0.340 47 0.410

100 47 0.758 81 1.193 117 1.831

200 83 4.224 83 4.390 151 7.959
 
 

 

  
表 3    期望值 ρ 不同取值的数值结果比较

Tab.3    Comparison of  numerical  results  with different  values
of expected value ρ

算法

阶数n

ρ=1.7 ρ=1.8 ρ=1.9

迭代次数 CPU时间/s 迭代次数 CPU时间/s 迭代次数 CPU时间/s

50 51 0.299 53 0.540 52 0.340

100 82 1.112 86 1.056 81 1.193

200 108 5.910 85 4.337 83 4.390
 
 

 

  
表 4    例 1 的数值结果 (ρ=1.9)

Tab.4    Numerical results of example 1 (ρ=1.9)

算法阶数n
IPR-ADMM ePADM

k s k s

50 52 0.340 97 0.391

100 81 1.193 134 1.252

200 83 4.390 189 8.084
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τk

ρ

τk

ρ

ρ = 1.9

表 1为参数 R, S 取不同值时的数值实验结

果；表 2为参数 取不同值时的数值实验结果；

表 3为期望值 取不同值时的数值实验结果。其

中，n 表示不同的维数，取 50，100，200。显然，

从表 1～3可以看出，R，S 的取值越大，迭代次数

越少，算法收敛所消耗的时间也越少；而参数 的

值越小，算法表现出的数值性能越好。此外，随

机变量的不同期望值 产生的迭代次数相近，在

时表现相对较好。综上，惯性技术和随机变

量更新步长都有利于加速算法的收敛。

τk = 0.5 ηk ρ = 1.9

表 4为不同维数下分别应用 IPR-ADMM和

ePADM[49] 解决该问题所用的时间和迭代次数。其

中，n=50，100，200。s 为迭代所用的时间，k 为

迭代次数。惯性近似松弛 ADMM算法中参数

，随机变量 的期望值 。

图 1为 n=50，100，200的条件下，IPR-ADMM
和 ePADM算法的对比结果。其中，横轴表示迭代

次数，纵轴表示停止准则，即收敛停止时间。显

然，由表 4和图 1可以看出，算法 1的性能明显

比 ePADM算法好，因为它的迭代次数和计算时间

要少得多；并且从图 1看出，n 的取值越大，算法

收敛越快，越趋于稳定。

结果表明，算法 1对于解决问题（1）是有效

的，而且算法 1的性能更良好，实验结果展现了

加速策略的有效性。 

6    结　论

通过应用 PPM算法求解 ADMM分解的子问

题，并使用惯性外推项，构建了一种用于求解线

性约束可分离凸问题的乘数的惯性近似交替方向

方法，而且使用随机变量来加快收敛速度。在适

当的假设下，证明了该方法的全局收敛性。数值

结果表明，该算法是有效的，收敛效果优于现有

算法。
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