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多面体约束非光滑复合函数的序列有效集方法

时闪闪，    宇振盛
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：对带多面体约束的非光滑复合函数问题的求解进行了研究。针对非光滑复合函数问题，首

先，构造光滑函数来逼近非光滑目标函数，通过求解光滑近似问题来达到求解原问题的目的。在

此基础上，考虑多面体约束的特殊结构，运用序列二次规划算法的思想，利用有效集策略，通过

逐次求解一系列仅含等式约束的二次规划问题来逼近搜索方向的最优解，再通过线搜索求得步

长，进而得到下一步的迭代点。最后，从理论上证明了算法的全局收敛性，并进行了初步的数值

实验。将该算法与光滑序列投影收缩算法作对比，结果表明，该算法在迭代次数和计算时间上都

有一定的优势。
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A sequential active set algorithm for nonsmooth composite
functions with polyhedral constraints

SHI Shanshan，      YU Zhensheng
(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: The  solution  of  nonsmooth  composite  function  problem  with  polyhedral  constraints  was
studied. For the problem of nonsmooth composite function, a smooth function was firstly constructed to
approximate the nonsmooth objective function, and the purpose of solving the original problem was then
achieved by handling the smooth approximation problem. On this basis, considering the special structure
of  polyhedral  constraints,  the  idea  of  sequential  quadratic  programming  algorithm  was  adopted.  A
quadratic  programming  subproblem was  solved  to  obtain  the  search  direction.  The  active  set  strategy
was adopted by the  solution of  quadratic  programming to  approach the  optimal  solution of  the  search
direction by solving a series of quadratic programming problems with equality constraints step by step. 
After that, the step size was obtained by line search. The next iteration point was then obtained. Finally,
the global convergence of the algorithm was proved theoretically. A preliminary numerical experiment
was carried out to compare the algorithm with the smoothed sequential projection shrinkage algorithm.
The  results  show  that  the  algorithm  has  certain  advantages  not  only  in  iteration  times  but  also  in
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computing time.
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1    问题的提出

本文考虑如下复合函数优化问题 min
x

ϕ (x) := f (x)+g (x)

s.t. x ∈ Ω
（1）

f : Rn→ R g : Rn→ R
Ω={x ∈ Rn : ai

Tx = bi, i ∈ME ,

ai
Tx ⩾ bi, i ∈MI} ME = {1, · · · ,m} MI = {m+1, · · · , p}

ai ∈ Rn bi ∈ R i = 1, · · · , p

式中： 是连续可微函数； 是凸

的非光滑函数；可行集

， ， ，

， ， 。

从现实生活中的问题抽象出来的数学模型，

可以分为光滑和非光滑两大类。对于光滑问题，

由于其梯度及 Hessian矩阵易于求出，可以使用经

典的优化算法求解。而对非光滑问题，函数是不

可微的，因此无法直接使用经典的优化算法求

解。此外，非光滑复合函数的极小化问题在信息

理论[1]、无线通信[2-4]、图像恢复[5-7]、信号处理[8-9]、

变量选择[4, 10] 等领域都有广泛的应用。

Ω = Rn当可行集 时，问题（1）就是无约束优化

问题。目前，已经有很多学者提出了各种非常有

效的算法 [11-18] 解决无约束复合函数问题。比较成

熟的算法有迭代收缩阈值算法[12-13]、临近牛顿法[14]、

分裂算法[15-16]、邻近点算法[17-18] 等。

实际生活中的很多问题都要求满足一些特定

的条件，所以研究带约束的复合函数问题十分有

必要。例如，压缩感知理论中的稀疏信号重构问

题就是经典的复合函数优化问题。稀疏重构主要

解决这两类问题：在对非负信号处理时，有非负

约束的限制；进行图像恢复时，灰度强度取值在

0～255之间。在信号恢复、图像恢复模型里加入

约束，可以提高恢复的准确率。同样地，对于实

际问题，考虑约束限制，能更加精确地求出符合

实际条件的解，从而节约成本。

Ω = {l ⩽ x ⩽ u}当可行集 时，问题（1）就是界约

束的复合函数问题。Bian等 [6] 提出光滑二次正则

化方法，用 SQR表示解决图像恢复中出现的界约

束非 Lipschitz连续优化问题。有效集方法是求解

约束优化问题的常用方法，采用有效集策略，可

以加快算法的收敛速度。张涛[19] 提出了一种求解

界约束优化问题的新积极集信赖域算法。

Ω

Lq

生产生活中的大多数问题，往往具有更加复

杂的约束，因此研究复杂约束的复合函数优化问

题更具有现实意义。当可行集 为多面体约束时，

问题（1）就是多面体约束复合函数优化问题。简单

约束复合函数优化问题的理论已经发展得十分成

熟，但是关于多面体约束的复合函数优化问题，

研究工作仍处于基础阶段，还有很多问题尚未解

决 。 Liu等 [4] 提 出 了 光 滑 序 列 二 次 规 划 框 架

（SSQP）求解一类多面体上复合函数 极小化问

题。实际上，有效集方法已成功地应用于大规模

的线性约束光滑优化问题的求解。William等[20] 提

出了求解多面体约束优化问题的新的有效集算法

（PASA）。Zhang等 [1] 提出了求解线性约束非凸非

Lipschitz优化的光滑有效集算法 （SASA），且用于

求解简单约束非光滑复合函数优化问题效果良

好，即  min
x

ϕ (x) := f (x)+ ∥x∥qq
s.t. x ∈ Ω

（2）

也就是本文实际求解的模型： min
x

ϕ (x) := f (x)+ ∥b− Ax∥qq
s.t. x ∈ Ω

（3）

Lq它是 Liu等[4] 在求解一类多面体上复合函数 极小

化问题中求解的模型。

∥ · ∥qq
x∗

x
x∗ b− Ax

这两个问题之间的一个明显区别是复合项

不同。具体来说：问题（2）试图找到一个解 ，使

的非零项的数量尽可能得少；而问题（3）尝试找

到一个解 ，使向量 正分量的数量尽可能

少。问题（2）本质上是一般约束稀疏优化，问题

（3）本质上是不等式约束稀疏优化。

f (x)

Lq

以上算法在求解大多数问题时表现良好，但

它们不能很好地解决一般多面体约束复合函数问

题，例如，SQR算法[6] 不能求解问题中 的复合

项 和一般多面体约束问题。SSQP 算法[4] 的目标

函数不具一般性，且由于投影收缩算法是不精确

求解子问题，这会使得算法收敛速度慢。PASA算

法[20] 需要求解投影梯度信息，SASA算法[1] 对线性

约束优化器有特殊条件限制，这两种算法都是两
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阶段算法，程序实现难度较大。

序列二次规划 (sequential quadratic programming,
SQP)是求解非线性约束优化问题的主要方法之

一，它在求解中等规模和小规模的非线性问题[21- 22]

中表现不俗。有效集算法 (active set algorithm, ASA)
在求解不等式约束优化问题时十分有效，通过有

效集策略，每次只需求解仅含等式约束的优化问

题，从而可以降低维度，达到提高算法收敛速度

的目的。

本文提出了将 ASA和 SQP结合的新算法，该

算法主要借鉴文献 [4]中提到的求解多面体上最小

化复合函数的光滑近似技巧及 SSQP框架，将非光

滑目标函数转化成光滑函数，并利用有效集策略

求解二次规划子问题。 

2    光滑近似

∥x∥qq由于问题（1）中涉及非光滑项 ，导致无法

直接使用经典的优化算法来求解。因此先给出近

似光滑函数这一重要概念。
g̃µ : Rn×R+→ R

g : Rn→ R ∀µ > 0 g̃µ
∀µ ∈ Rn lim

z→x, µ↓0
g̃ (z,µ) = g (x)

定义 1　 [23]　函数 称为非光滑

函数 的近似光滑函数，若 ， 是连

续可微的，且对 ，有 。

非光滑优化问题的光滑近似已经得到了广泛

的应用[23- 24]。本文对绝对值函数
θ (t) = |t|

构造光滑函数[25]：

θµ (t,µ) =


t, t >

µ

2
t2

µ
+
µ

4
, −µ

2
⩽ t ⩽

µ

2
−t, t < −µ

2

（4）

ϕ

ϕ̃

基于式（4），可以构造非光滑函数 的近似光

滑函数 。定义 min
x

ϕ̃(x,µ) := f (x)+ g̃ (x,µ)

s.t. x ∈ Ω
（5）

则式（5）是问题（1）的光滑近似函数。

θµ (t,µ)

µ > 0

不难得到 具有的特殊性质。显然地，对

任意固定的 ，有
θµ(t,µ) = θ(t), ∀t ⩾ µ

和

θ(t,µ) ⩾
µ

4
, ∀t

θq(t,µ) t =
µ

2
t = −µ

2
θq(t,µ)

此 外 ， 是 连 续 可 微 的 。 除 在 和

外， 在其他处都是二次连续可微的。

θq(t,µ) t关于 的一阶导数和二阶导数分别为

[
θq(t,µ)

]′
=


qtq−1, t >

µ

2
2qθq−1 (t,µ)

t
µ
, − µ

2
⩽ t ⩽

µ

2
−qtq−1, t < −µ

2

[
θq(t,µ)

]′′
=



q (q−1) tq−2, t >
µ

2
qθq−1 (t,µ)

2
µ
+q (q−1) ·

θq−2(t,µ)
2t2

µ2 , −µ
2
⩽ t ⩽

µ

2
−q (q−1) tq−2, t < −µ

2

接下来，给出一个非常重要的引理。

∀q ∈ (0, 1) µ ∈ (0, +∞)引理 1　对 ， ，

0⩽θq (t,µ)−θq (t)⩽
(
µ

4

)q
,∀t⩽

µ

2
[
θq(t,µ)

]′′⩽
16qµq−2 ∀t <

{
−µ

2
,
µ

2

}a.  ，且有

， 。

b. 定义

κ(t,µ)

 16qµq−2,  0 ⩽ t ⩽ µ

0,  其他

∀t t̂ t̂ > µ t− t̂ ⩾ − t̂
2

0 ⩽ t ⩽ µ

t ∈ (−∞,∞) t̂ < 0 t− t̂ ⩽ 0

对 和 ，如果 使得 ，或者

时， ，或者 时， ，有

θq (t,µ) ⩽ θq (t̂,µ)+ [θq(t̂,µ)
]′(t− t̂)+

κ(t̂,µ)
2

(t− t̂)2

成立。

引理 1的详细证明参见文献 [4]中的引理 4.1。 

3    算　法

ϕ̃(x,µ)

本文受文献 [4]的启发，采用该文献中的 SSQP
框架，提出了序列有效集算法 （SQP-ASA），在每

一迭代步中利用有效集策略求解一个凸二次规划

（QP）子问题。此 QP子问题的目标函数是问题（1）
光滑近似后式（5）的目标函数 的局部上界。

光滑参数的更新依赖于问题（1）的残差。

µ > 0

g( · ) g̃(· ,µ) xk

对固定的光滑参数 ，定义非光滑函数

的光滑近似函数 在 处的二次近似为

Q1 (x, xk,µ) =g̃ (xk,µ)+∇g̃(xk,µ)T (x− xk)+
1
2

(x− xk)TB̃(xk,µ)(x− xk)

g̃(xk,µ) =
n∑

i=1

θq(xk,µ) B̃(x,µ) = Diag(κ(x1,µ), · · · ,

κ(xn,µ))

式中， ，

。

f (x) xk类似地，定义光滑函数 在 处的二次近

第 4 期 时闪闪，等：多面体约束非光滑复合函数的序列有效集方法 375



似为

Q2(x, xk) = f (xk)+∇ f (xk)T(x− xk)+
1
2

Lk∥x− xk∥2

假设 f(x)的梯度是 Lipschitz连续的，即

∥∇ f (x)−∇ f (y)∥2 ⩽ L∥x− y∥2, ∀x, y ∈ Ω

定义

Q(x, xk,µ) = Q1(x, xk,µ)+Q2(x, xk) （6）

Q1(x, xk,µ) Q2(x, xk) g̃(· ,µ) f (x)

xk Q1(x, xk,µ)

ϕ̃(x,µ) xk

由于 和 分别是 和

在 处的二次近似，因此，可以把 看

作是 在 处的二次近似。

Q(x, xk,µ) ϕ̃(x,µ)

Q(x, xk,µ) ϕ̃(x,µ) xk

下面的引理给出了凸二次规划（6）的目标函数

是式（5）的目标函数 之间的大小关

系，即 是 在 处的一个上界，这保

证了问题（6）的最小值是问题（5）最小值的上界。

xk x引理 2　对任意的 ， ，使得

(xk − x)e ⩽ 0, e ∈ Iµxk

(xk − x)e ⩾ −
(xk)e

2
, e ∈ Jµ

xk

其中

Iµxk =
{
e|(xk)e < 0

}
Jµ

xk =
{
e|(xk)e > µ

}
Lk>0 f (x)⩽Q2(x, xk) ϕ̃(x,µ) ⩽ Q(x, xk,µ)如果 ， ，那么 。

该引理的证明可参考文献 [4]中的引理 4.2。
基于引理 2，提出序列有效集二次规划算法。

本文研究的问题（2）光滑后可以表示为
min

x
ϕ̃(x,µ) := f (x)+ g̃(x,µ)

s.t. aT
i x = bi, i ∈ME

aT
i x ⩾ bi, i ∈MI

（7）

ϕ̃ ME = {1, · · · ,m} ,
MI = {m+1, · · · , p} ai ∈ Rn bi ∈ R i = 1, · · · , p
式中：函数 是连续可微的；指标集

； ， ， 。

xk那么，问题（7）在 处的 QP子问题为

min Q (x, xk,µ)

s.t. (xk − x)e ⩽ 0, e ∈ Iµxk

(xk − x)e ⩾ −
(xk)e

2
, e ∈ Jµ

xk

aT
i x = bi, i ∈ME

aT
i x ⩾ bi, i ∈MI

（8）

dk = x− xk Hk = Lk In+ B̃(xk,µ)

Q (x, xk,µ) = ∇ϕ̃(xk,µ)Tdk +
1
2

dT
k Hk dk

令 ， ， 则

。

d∗

dk

求解问题（7）的算法思想为：在每一迭代步

中，首先使用有效集方法求出其二次规划子问题

（8）的最优解 ，并将它作为问题（7）下一步的搜

索方向 ，再利用价值函数通过 Armijo线搜索求

αk

xk+1

x∗

出步长 ，进而得到问题（7）的下一步迭代点

，重复这一过程，直到求得问题（7）的最优解

。具体求解过程如算法 1所示。

k算法 1　 序列有效集算法第 步迭代

xk ϵ ∈ (0,1]

0 < σ < 1 η > 1 Lmax ⩾ L0 ⩾ Lmin > 0 z = 0

k = 0 µ0 =
ϵ

σ⌊logσϵ⌋
∈ (σ,1]

步骤 1　选择初始可行点 和参数 ，

， 和 。令 (外部迭

代索引)， (内部迭代索引)， 。

µ = µz ∥dk∥ ⩽ µ步骤 2　令 ，如果 ，执行步骤

5；否则执行步骤 3。

dk ψ(x,µ,ϑ)

βk xk+1 =

xk +βk dk rk

步骤 3　参照文献 [26]中的有效集方法求解

QP子问题，得到 。通过价值函数 ，根

据 Armijo线搜索求出步长 ，进而得到

和 ，其中

rk =
f (xk+1)− f (xk)−∇ f (xk)T(xk+1− xk)

1
2

Lk∥xk+1− xk∥2
       

sk+1=xk+1−xk yk+1=∇ f (xk+1)−∇ f (xk)

rk ⩽ 1 Lk+1 =max

min

Lmax,
sT

k+1yk+1

∥sk+1∥2
, Lmin




k = k+1 Lk = ηLk

步骤4　令 ， ，

如果 ，  ，

，执行步骤 2，否则 ，执行步骤 3。
µ ⩽ ϵ步骤 5　如果 ，则终止该算法；否则，转

到步骤 6。
µz+1 = σµz z = z+1 x0 = xk k = 0步骤 6　令 ， ， ， ，

然后转到步骤 2。
x− xk = d d

xk aT
i xk = bi, i ∈ Sk

令 ，则可将 QP子问题（8）转化与 有

关的子问题求解。通过积极集策略，会有越来越

多的 逐渐满足 。这样问题就转化

为了等式约束优化问题，再利用拉格朗日乘子算

法对其进行求解。因此，本文的算法可以在大大

减少问题维数的同时提高计算的效率。

接下来，利用文献 [26]中的有效集方法求解

QP子问题，如算法 2所示。

k算法 2　 有效集方法第 步迭代

∀x0, d0 ∈ Ω
H0 ∀x ∈ Ω

步骤 1　选择初始可行点 ，对称正

定矩阵 ，令  。

Sk步骤 2　确定相应的有效集 ，求解子问题

min qk (t) =
1
2

tTHk t +CT
k t

s.t. aT
i t = 0, i ∈ Sk

dk λk Ck = H0dk+

g0 tk = 0

得极小点 和拉格朗日乘子 ，其中

，如果 ，执行步骤 3； 否则执行步骤 4。
(λk)l =min

i∈Sk
{(λk)l} (λk)l ⩾ 0

dk (λk)l < 0

Sk := Sk\{l}

步骤 3　令 ，如果 ，则

是全局极小点，停算。否则，若 ，则令

，转步骤 2。
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αk =min{1, ᾱk}步骤 4　令 ，其中

ᾱk =min
i∈Sk

ci− aT
i dk

aT
i tk

∣∣∣∣∣∣aT
i tk < 0

    

dk+1 := dk +αk tk ci =bi− aT
i x0令 ，其中 。

αk = 1 Sk+1 := Sk

αk < 1 Sk+1 := Sk ∪{ jk} { jk}

ᾱk =
c jk − aT

jk
dk

aT
jk

tk

步骤 5　若 ，则令 ；否则，若

， 则 令 ， 其 中 满 足

。

k = k+1步骤 6　 ，转步骤 2。
ψ (x,µ,ϑ) = ∇ϕ̃ (x,µ)

dk

此处的价值函数 。这是因为

由有效集方法得到的方向 一定是可行方向。 

4    收敛性分析

为证明算法 1的全局收敛，现给出如下基本

假设：

∀x ∈ Ω
ai( i ∈ Sk)

假设 1　对 ，线性独立约束限定 (LICQ)
成立，即梯度 线性无关。

Hk Hk由 的构造可知， 一定是对称正定的。本

文提出的 SQP-ASA算法通过求解如下形式的二次

规划问题 
min ∇ϕ̃(xk,µ)Td+

1
2

dTHk d

s.t. aT
i d+ aT

i xk = bi, i ∈ME

aT
i d+ aT

i xk ⩾ bi, i ∈MI

（9）

d∗ x k

dk

得到解 ，作为原问题变量 在第 次迭代过程中

的搜索方向 。在求解过程中利用有效集策略，通

过逐次求解仅含带等式约束的相关二次规划问题

（9）来逼近其最优解。

{xk} x∗
下面证明 SQP-ASA算法的全局收敛性，即证

该算法产生的点列 的任何聚点 都是问题（7）
的 KT 点。

dk

引理 3　 由算法 2中的有效集方法求得的 QP
子问题方向 一定是原问题（7）的可行下降方向。

dk

dk

aT
i dk ⩾ ci ci = bi− aT

i xk aT
i dk = 0 i ∈ Sk

xk aT
i xk ⩾ bi aT

i xk =

bi i ∈ Sk

xk+1

证明　先证明 是可行方向。依据有效集的求

解过程可知： 是 QP子问题（9）的可行方向，从

而有 ， ， ， 。又

因 初 始 点 是 可 行 点 ， 则 有 ，

， 。设由序列二次规划求出的下一步迭代

点是 ，则

aT
i xk+1 =aT

i (xk +βk dk) = aT
i xk +βk aT

i dk =

aT
i xk +0 = bi, i ∈ME

aT
i xk+1 = aT

i (xk +βk dk) = aT
i xk +βk aidk ⩾

aT
i xk +βk(bi− aT

i xk) ⩾ (1−βk)aT
i xk+

βk bi ⩾ (1−βk)bi+βk bi = bi, i ∈MI

dk因此， 一定是原问题 (7)的可行方向。

dk ∀µ ∈ (0,1]其次，证明方向 是下降的。对 ，利

用 QP子问题（9）的 KT条件，有

∇ϕ̃(xk,µ)+Hk dk =
∑

i∈MI

λiai+
∑

i∈ME

λiai

aT
i dk = 0, i ∈ME

aT
i dk ⩾ ci, ci = bi− aT

i xk, i ∈MI

λi ⩾ 0, i ∈MI ;λi = 0, i ∈M\Sk

（10）

由式（10）的第一个式子可得

∇ϕ̃(xk,µ)dk =− dT
k Hk dk −

∑
i∈MI

λi(aT
i xk − bi)−∑

i∈ME

λi(aT
i xk − bi) = −dT

k Hk dk−∑
i∈Sk

λi(aT
i xk − bi)−

∑
i∈M\Sk

λi(aT
i xk − bi)

i ∈ Sk aT
i xk − bi = 0 i ∈M\Sk λi = 0∑

i∈M
λi(aT

i xk − bi) = 0 ∇ϕ̃(xk,µ)dk = −dT
k Hk dk

Hk

dk dT
k Hk dk > 0 ∇ϕ̃(xk,µ)dk < 0

当  时， ；当 时， ，

从而 ，即 。

又因为 是对称正定矩阵，所以对任何非负向量

都有 ，故 。

(d(x), λ̃(x)) d(x) = 0 x
引理 4　对于上述二次规划子问题（9），设其 KT

点对为 。如果 ，则 为问题 (7)的
KT点。

证明　不妨设

λ(x) = (λi(x), i ∈M)，λi(x) =
{
λ̃i(x), i ∈ S(x)
0, i ∈M\S(x)

d(x) = 0 d(x)

λ̃i(x) ⩾ 0

d(x)

如果 ，依据有效集方法求解方向

的过程，结合问题 (7)的 KT条件可知， ，

否则， 不是二次规划问题（9）的最优解，与

KT点对这个条件相矛盾。因此

∇ϕ̃(x,µ) =
∑

i∈MI

λiai+
∑

i∈ME

λiai

aT
i x = bi, i ∈ME

aT
i x ⩾ bi, i ∈MI

λi ⩾ 0, i ∈MI ;λi = 0, i ∈M\S(x)

x这说明 是问题（7）的一个 KT点。

{xk}
x∗

定理 1　由序列有效集算法生成的序列 的

任何聚点 都是原问题的 KT点。

∀µ ∈ (0,1]

{xk}
x∗

证明　对 ，当该算法是有限步终止

时，由引理 4可知，算法产生的点列 的任何聚

点 都是问题（7）的 KT点。

{xk} x∗下设该算法产生无穷点列 ， 为其任一给
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Sk ∈M
K xk→ x∗ Sk ≡ S k ∈ K

xk+1 = xk+

βk dk(∀k ∈ K) ϕ̃(xk,µ)

xk→ x∗ k∈K ϕ̃(xk,µ)→ϕ̃(x∗,µ) k→∞

定聚点。由于 为有限集，不妨设存在无穷

子集 ，使 ， ， 。为不失一般性，

不妨设由 SQP-ASA算法产生的迭代点

，而由引理3可知， 单调下降，从而

由 ， 可以得到 ， 。

β

β ∈ (0, 1] dk

一方面，由于步长 是由 Armijo线搜索得到

的，所以 。另一方面，通过引理 3知 是

下降方向，不难得到

0 = lim
k∈K

(ϕ̃(xk+1,µ)− ϕ̃(xk,µ)) ⩽ lim
k∈K

β∇ϕ̃(xk,µ)Tdk ⩽

lim
k∈K

β (−dT
k Hk dk) ⩽ 0

dk→ 0 k ∈ K aT
i x∗− bi = 0 i ∈ S

S ⊆M(x∗)

故 可 知 ， 。 从 而 ， ，

。那么

∇ϕ̃(x∗,µ) =
∑

i∈MI

λ∗i ai+
∑

i∈ME

λ∗i ai

aT
i x∗ = bi, i ∈ME

aT
i x∗ ⩾ bi, i ∈MI

λ∗i ⩾ 0, i ∈MI ;λ∗i = 0, i ∈M\S

x∗这说明 是问题（7）的一个 KT点。 

5    数值计算

利用 Matlab R2016a实现算法 SQP-ASA。其中

试验环境为：Intel（R） Core（TM） i5-5200U CPU@
2.20GHz 4.00GB RAM。通过求解下列问题的稀疏

解来检验算法的有效性。

例 1　 非负箱约束稀疏信号恢复的模型如下

min
x

ϕ(x) = ∥Ax− b∥22
s.t. 0 ⩽ x ⩽ 255

寻求该模型的稀疏解，可以转化为求解模型：

min
x

ϕ(x) = ∥Ax− b∥22+ ∥x∥
q
q

s.t. 0 ⩽ x ⩽ 255

µ0 = 0.1 σ2=0.000 1 A=randi([−10,,10],50,50) b =
randi([−10,10],50,1) L0 = ∥2×(A)T A

∥∥∥ Lmax = 3 000

Lmin = 1 137.5 ϵ =10−5 d0 =

254× randi([0,1],50,1)

分别运用本文提出的序列有效集算法（SQP-
ASA）和文献 [4]中的序列投影收缩算法 （ SQP-
PG），求出该模型的稀疏解。相关参数取法如下：

， ， ，

， ， ，

， 精 度 参 数 ， 初 始 点

，最大迭代次数为 1 000。目

标函数与迭代次数的关系如图 1所示。

这两种方法的迭代次数和迭代时间的比较见

表 1。从表 1可以看出，对于同样的初始点，SQP-
ASA算法比 SQP-PG算法的迭代次数少，运行效

率也更高。

例 2　寻求如下函数
min

x
ϕ(x) = f (x)

s.t. x ∈ Ω

的稀疏解。可以转化为求解模型

min
x

ϕ(x) = f (x)+ ∥x∥qq
s.t. x ∈ Ω

本文通过求解以下两个模型在不同约束条件下的

稀疏解，来验证算法的有效性。两个模型均来自

文献 [26]。

f (x) =
1
2

x2
1 − x1x2+ x2

2 −6x1−2x2模型 1　
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图 1    迭代次数比较

Fig.1    Comparison of iteration times
表 1   例 1 的数值结果

Tab.1    Numerical results of example 1
 

例1 初始值 迭代次数 CPU时间/s 最优解

SQP-ASA (50,1) 40 0.048 0 (50,1)

SQP-PG (50,1) 715 0.303 1 (50,1)
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Ω =


−2x1− x2+3 ⩾ 0
x1− x2+1 ⩾ 0
−x1−2x2+2 ⩾ 0
x1, x2 ⩾ 0

µ0 = 0.01 ξ = 0.5 σ = 0.1 η = 1.2 Lmax = 20 Lmin = 3

分别使用 SQP-ASA算法和 SQP- PG算法，求

出该模型的稀疏解。这里的相关参数取法如下：

， ， ， ， ， ，

L0 = 3 ϵ=10−5 d0 =[0.5 −1]T，精度参数 ，初始 ，最

大迭代次数为 1 000。迭代过程如图 2所示。

这两种方法的迭代次数和迭代时间的比较见

表 2。从表 2可以看出，对于同样的初始点，

SQP-ASA算法比 SQP-PG算法的迭代次数少，运

行效率也更高。

f (x) = x2
1 − x1x2+2x2

2 − x1−10x2模型 2　
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图 2    迭代次数比较

Fig.2    Comparison of iteration times
 

Ω =
{−3x1−2x2+6 ⩾ 0

x1, x2 ⩾ 0

µ0 = 0.01 ξ = 0.5 σ = 0.1 η = 1.2 Lmax = 20 Lmin =

2.181 L0 = 2.618 ϵ=10−5 d0 =

[0 −3]T

分别使用 SQP-ASA算法和 SQP- PG算法，求

出该模型的稀疏解。此时的相关参数取法如下：

， ， ， ， ，

， ， 精 度 参 数 ， 初 始

，最大迭代次数为 1 000。目标函数与迭

代次数的关系如图 3所示。

这两种方法的迭代次数和迭代时间的比较见

表 3。从表 3可以看出，对于同样的初始点，SQP-
ASA算法比 SQP-PG算法的迭代次数少，运行效

率也更高。 

表 2   模型 1 的数值结果

Tab.2    Numerical results of model 1
 

算法 初始值 迭代次数 CPU时间/s 最优解

SQP-ASA (0,1) 19 0.034 1 (0.003 4,0.703 6)

SQP-PG (0,1) 743 0.689 5 (0.003 4,0.703 6)
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图 3    迭代次数比较

Fig.3    Comparison of iteration times
表 3   模型 2 的数值结果

Tab.3    Numerical results of model 2
 

算法 初始值 迭代次数 CPU时间/s 最优解

SQP-ASA (0,3) 10 0.067 7 (0.001 7,2.420 1)

SQP-PG (0,3) 128 0.080 0 (0.001 7,2.420 1)
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6    结　论

提出了一种新的求解多面体约束非光滑复合函

数优化问题的序列有效集算法。首先，将非光滑

目标函数转化为光滑目标函数；然后，在每一迭

代步中用有效集方法求解一个二次规划子问题得

到方向，利用价值函数通过线搜索取得步长，重复

这一过程直到求得原问题的解；最后，证明了该算法

的全局收敛性。此外，通过实例进行了数值验证，结

果表明，该方法较序列投影收缩方法具有一定优势。
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