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有向图的顶点加权 zeta 函数

杨文玲，    朱    林
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：给定一个有向图，每个顶点赋予一个权重。对于这个有向图定义了它的顶点加权 zeta 函

数，函数的权重是由上面给定的顶点的权重诱导的有向图的圈的权重。并利用 Amitsur 恒等式和

线性代数的相关知识给出了有向图的顶点加权 zeta 函数的两个行列式表达式。当有向图是对称有

向图时，已有的结果是本文结果的自然推论。最后给出了一个例子并计算出此时顶点加权 zeta 函

数的具体形式。
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A vertex weighted zeta function of a digraph

YANG Wenling，      ZHU Lin
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Abstract: Given a digraph  , a weight was assigned to each vertex. For this digraph, a vertex weighted
zeta  function  was  defined,  the  weight  of  which  was  associated  with  the  weights  of  the  cycles  in  ,
induced  by  the  vertex  weights  given  above.  Two determinant  expressions  of  the  vertex  weighted  zeta
function were provided, using Amitsur identity and some techniques in linear algebra. When the digraph
was symmetric, the existing results were natural corollaries of our results. Finally, an example was given
and the specific form of the vertex weighted zeta function was calculated.
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1    问题的提出

所有 zeta函数中最原始且最出名的就是Riemann
zeta函数。在此之后，许多数学家定义并研究了各

种不同数学对象的 zeta函数。20世纪 60年代，

Ihara[1] 定义了正则图上的 Ihara zeta函数并证明了

正则图的 Ihara  zeta函数的倒数是一个多项式。

G GSunada[2-3] 将正则图 的 zeta函数与 的基本群的酉

表示联系起来。Bass[4] 将 Ihara的结果进一步推广

到了非正则图，并给出了相应的行列式表达式。

Stark等[5] 给出了 Bass定理的一个初等证明，并讨

论了任意图的 3种不同类型的 zeta函数。此外，

Foata等 [6] 和 Kotani等 [7] 用 不 同 的 方 法 证 明 了

Bass定理。Mizuno等[8-10] 逐步定义了有向图的 Ihara
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zeta函数、有向图和无向图的边加权 Ihara zeta函

数，并给出了这些 zeta函数的行列式表达式。2007
年，Horton[11] 讨论了有向图的 Ihara zeta函数的相

关性质。2019年，Konno等[12] 通过给无向图的顶

点加权，定义了图 的一个新的加权 Ihara zeta函

数，并给出了它的行列式表达式。2021年，Zhu[13]

定义了图 的一个顶点加权 Bartholdi zeta函数，并

给出其行列式表达式。

本文定义了有向图的顶点加权 zeta函数，并

给出了它的行列式表达式，这一结果推广了文献 [12]
中的结果。

G

V(G) D(G)

|V(G)| = n |D(G)| = m e = (u,

v) ∈ D(G) u e o(e)

v e t(e) e = (u,v)

o(e) = t(e) e = (u,v)

t(e) = o( f ) e f

t(e) = o( f ) t( f ) = o(e) f e

f = e−1 v ∈V(G) deg+G(v) =

|{e ∈ D(G) : t(e) = v}| deg−G(v) = |{e ∈D(G) : o(e) = v}|
v

本文中出现的有向图都是有限的。令 是有向

图，其顶点集与有向边集分别用 和 表

示，其中， ， 。对于有向边

，顶点 称为有向边 的起点，记为 ，

称为有向边 的终点，记为 。当 满足

时，称 是一个自环。有相同起点

和终点的有向边称为重边。本文研究的有向图不

含自环和重边。当 时，称有向边 与 相

邻，再者，若 ， ，则称 是 的

逆，记为 ，反之亦然。对于 ，

和 分

别称为 的入度和出度。

P = (e1,e2, · · · ,er)

i=1,2, · · · ,r ei ∈ D(G) ei i=1,2, · · · ,r−
1 t(ei) = o(ei+1) P = (e1,e2, · · · ,er) G

P |P| = r P

ei(i = 1,2, · · · ,r−1) ei+1 = e−1
i P

P t(er) = o(e1)

P C

Cs C Cs C s C

C

令 在有向图中，如果对任意的

，有 ，且对任意的 ，

，有 ，则 是 中的一条

路，并且称路 的长度 。若在路 中存在一个

，有 ，则称路 是有回路

的。且对上述路 ，若进一步有 ，则称

为一个圈。为了方便，本文统一用 表示圈。

为 的幂，其中， 表示 绕自己 圈。若 不能

表示成更小圈的幂，则 是素圈。

C C2 C

C1 = (e1,e2, · · · ,er) C2 = ( f1, f2, · · · , fr)
k j ∈ {1,2, · · · ,r} f j = e j+k

r C1 C2 [C]

C

若圈 和 无回路，则 是约化的。对圈

， ，若存在正整

数 ，使得对所有的 ，有 ，其

中，下标关于模 同余，则 与 等价。令 是包

含圈 的等价类。

G e,e−1 ∈ D(G) e

G1 G2 G

D(G1) = {e ∈ D(G)|e−1 < D(G)} D(G2) =

{e ∈ D(G)|e−1 ∈ D(G)} G =G1
·
∪ G2

G1 G2 G

G =G2 G

在有向图 中，若 ，则称 是对称

有向边，否则称它是非对称有向边。令 ， 是

的生成子图且 ，

， 此 时 记 ， 并 将

， 分别称为 的完全非对称部分和对称部分。

若 ，则称 是对称有向图，注意到可以将无

向图的每条无向边视作两条互逆的有向边，即此

无向图可看作一个对称有向图。

u ∈ C |u| G在文献 [1]中，当 且 足够小，图 的 Ihara
zeta函数定义为

Z(G,u) =
∏
[C]

(
1−u|C|

)−1

[C] G其中， 跑遍 中约化的素圈的所有等价类。

G n m

G

定理 1[4]　令 是连通无向图，有 个顶点和

条边，则 的 Ihara zeta函数有如下的行列式表达式：

Z(G,u)−1 = (1−u2)m−ndet(In−uA(G)+u2(DG − In))

DG = (di j) dii = degG vi V(G) =

{v1,v2, · · · ,vn} E(G) = {e1,e2, · · · ,em} G

A(G) = (Auv)u,v∈V(G) G

其中， 是对角矩阵，且 ，

， 是图 的边集，

是图 的邻接矩阵，定义为

Auv =

{
1, (u,v) ∈ E(G)
0, 其他

X X

X∗ X∗

X X π X∗

π

Foata等 [6] 运用 Lyndon字和 Amitsur恒等式给

出了图的 Ihara zeta函数的行列式表达式的一个新

的证明。给定一个有限全序集 ，考虑 上的所有

字组成的集合 ，且 上有自然的字典序，它由

上的全序诱导。全序集 中的 Lyndon字 是 中

的一个非空字，满足在其循环重排类中最小且 不

能写成更短的字的幂次。

M1,M2, · · · ,Mk L {1,
2, · · · ,k} L

π = i1i2 · · · ip Mπ = Mi1 Mi2 · · ·Mip

令 是阶数相同的方阵， 是

上所有 Lyndon字的集合。对于 中的每个

Lyndon字 ， 记 ， 那

么，Amitsur恒等式为[14]

det(I− (M1+M2+ · · ·+Mk)) =
∏
π∈L

det(I−Mπ)

M = (mi j) n×n L {1,2, · · · ,n}令 是 阶矩阵，且 是在 上的

所有 Lyndon字的集合。根据 Amistur恒等式可得

det(I−M) =
∏
π∈L

(1−mπ)

mπ = mi1i2mi2i3 · · ·mip−1ipmipi1 π = i1i2 · · · ip ∈ L其中， ， 。 

2    有向图的顶点加权 zeta 函数

G |V(G)| = n |D(G)| = m G1,

G2 G |D(G1)| =
m1, |D(G2)| = m2 t =

m2

2
ω

V(G)→ C C = (e1,e2, · · · ,er) C

ω(C)

设 是 有 向 图 ， ， 。

是 的完全非对称部分和对称部分，记

， 。定义顶点权重函数 ：

。设圈 ，定义 的权重

为

ω(C) = ω(t(e1))2ω(t(e2))2 · · ·ω(t(er))2 =

r∏
i=1

ω(t(ei))2
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则可以定义有向图的顶点加权 zeta函数

ζω(G,u) =
∏
[C]

(
1−ω(C)u|C|

)−1

[C] G其中， 跑遍 中约化的素圈的所有等价类。

v ∈ V(G) ω(v) = 1若对于所有 ，有 ，则上面定义的

顶点加权 zeta函数就是有向图的 Ihara zeta函数[8]。

Bm×m Jm×m

为了计算有向图的顶点加权 zeta函数，定义

边邻接矩阵 和矩阵 为

Be f =

 ω(t(e))2, t(e) = o( f )

0, 其他

Je f =

 ω(t(e))2, f = e−1

0, 其他

An×n = A(G)

Dn×n = DG

定义有向图的顶点邻接矩阵 和对

角矩阵 为

auv =

 1, (u,v) ∈ D(G)

0, 其他

duv =

 |{e ∈ D(G2) : t(e) = u }| , u = v

0, 其他

G ω

G

定理 2　令 是有向图， 是顶点权重函数，

则 的顶点加权 zeta函数有如下行列式表达式：

ζω(G,u)−1 = det(Im−u(B− J))

[C] G其中， 跑遍 中约化的素圈的所有等价类。

证明　因为，

det(I−M) =
∏
π∈L

(1−mπ)

mπ=mi1i2 mi2i3 · · ·mip−1ipmipi1 π= i1i2 · · · ip∈L M=

(mi j) m×m L {1,2, · · · ,m}
M = (mi j) = B− J

其中， ， ，

是 矩阵， 是 上所有 Lyndon字

的集合。令 ，有

det(Im−u(B− J)) = det(Im−uM) =
∏
π∈L

(1−u|π|mπ)

L π = i1i2 · · · ip X = {1,2, · · · ,m}
mπ=mi1i2 mi2i3 · · ·mipi1 π∈L

其中， 表示 Lyndon字 在

上的集合，且 ，同时，对  ，有

mπ =

 ω(C), C = (i1, i2, · · · , ip) 是G中的素圈

0, 其他

因此，

det(Im−u(B− J)) =
∏
[C]

(1−ω(C)u|C|)

证毕。

An×n = A(G) = (Axy)x,y∈V(G)

Dn×n = D(G) = (d̄xy)x,y∈V(G)

此外，定义矩阵 和

为

Axy =


ω(x)ω(y), (x,y) ∈ D(G1)

ω(x)ω(y)
1−u2ω(x)2ω(y)2 , (x,y) ∈ D(G2)

0, 其他

d̄xy =


∑

o(e)=x, e∈D(G2)

ω(x)2ω(t(e))2

1−u2ω(x)2ω(t(e))2 , x = y

0, 其他

G n m

ω D(G) = {e1,e2, · · · ,em1 ,

em1+1,e−1
m1+1, · · · ,em,e−1

m } G

ζω(G,u)

定理 3　令 是有向图，有 个顶点和 条有向

边， 是顶点权重函数。令

，则 的顶点加权 zeta函数

有如下的行列式表达式：

ζω(G,u)−1 =

m1+t∏
j=m1+1

(1−u2ω(o(e j))2ω(t(e j))2)·

det(In−uA+u2 D)

Sm×n=(S ev)e∈D(G),v∈V(G)

Tm×n = (Tev)e∈D(G),v∈V(G)

证明　首先定义 2个矩阵

和 ：

Sev =

 ω(t(e)), t(e) = v

0, 其他

Tev =

 ω(o(e)), o(e) = v

0, 其他

则

B = STT

因此，

ζω(G, u)−1 = det(Im−u(B− J)) =

det(Im−u(StT− J)) =

det(Im−uStT(Im+uJ)det(Im+uJ)

Pm×n Qn×m对任意矩阵 和 ，有

det(Im− PQ) = det(In−QP)

因此，

ζω(G,u)−1 = det(In−u tT(Im+uJ)−1S) det(Im+uJ)

det(Im+uJ) (Im+uJ)−1现计算 和 。

det(Im+uJ) =
m1+t∑

j=m1+1

(1−u2ω(o(e j))2ω(t(e j))2)

xe j = x j = 1−u2ω(o(e j))2ω(t(e j))2 m1+1 ⩽ j ⩽

m1+ t, t =
m2

2

令 ，

，则

第 5 期 杨文玲，等：有向图的顶点加权 zeta函数 499



(Im+uJ)−1 =



1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 1 0 0 · · · 0

0 · · · 0
1

xm1+1

−uω(t(em1+1))2

xm1+1
· · · 0

0 · · · 0
−uω(o(em1+1))2

xm1+1

1
xm1+1

· · · 0

...
...

...
...

...

0 · · · 0 0 0 · · · 1
xm1+t


(u,v) ∈ D(G)因此，对任意的 ，

(TT(Im+uJ)−1S)uv =


ω(u)ω(v), (u,v) ∈ D(G1)

ω(u)ω(v)
1−u2ω(u)2ω(v)2 , (u,v) ∈ D(G2)

v ∈ V(G)对任意的 ，

TT(I2m+uJ)−1S)vv =−u
∑

o(e)=v, e∈D(G2)

ω(v)2ω(t(e))2

1−u2ω(v)2ω(t(e))2

A D根据 ， 的定义可得

ζω(G,u)−1=

m1+t∏
j=m1+1

(1−u2ω(o(e j))2ω(t(e j))2)det(In−uA+u2 D)

证毕。

由定理 3可得推论 1−4。
G n m

G =G2 G G

ω G

ζω(G,u)

推论 1[12]　令 是有向图，有 个顶点和 条有

向边，且 ，即 是对称有向图，此时 也可

以看作无向图。设 是顶点权重函数，则图 的顶

点加权 zeta函数 有如下的行列式表达式：

ζω(G,u)−1=

m/2∏
j=1

(1−u2ω(o(e j))2ω(t(e j))2)det(In−uA+u2 D)

G n m

G =G1 G

ω G

ζω(G,u)

推论 2　令 是有向图，有 个顶点和 条有向

边，且 ，此时 是完全非对称有向图，令

是顶点权重函数，则图 的顶点加权 zeta函数

有如下的行列式表达式：

ζω(G,u)−1 = det(In−uA(G))

G n m

G Z(G,u)

推论 3[15]　令 是有向图，有 个顶点和 条有

向边，则有向图 的 Ihara zeta函数 有如下的

行列式表达式：

Z(G,u)−1=(1−u2)t−ndet[In−uA(G)+u2(DG+uA(G1)−In)]

t =
m2

2
其中， 。

ω = 1证明　若 ，则

A(G) = A(G1)+
1

1−u2 A(G2)

D(G) =
1

1−u2 DG

因此，

Z(G,u)−1 = ζω=1(G,u)−1 =(
1−u2
)t−n

det
[
In−u
(
A (G2)+

(
1−u2
)

A (G1)
)
+u2 (DG−In)

]
=(

1−u2
)t−n

det
[
In−uA(G)+u2 (DG +uA (G1)− In)

]
G n m

ω = 1

推论 4　令 是有向图，有 个顶点和 条有向

边，再令 ，则有：

G =G2 G G

Z(G,u)

a.[4] 若 ，即 是对称有向图，则 的 Ihara
zeta函数 有如下的行列式表达式：

Z(G,u)−1 = (1−u2)m/2−ndet[In−uA(G)+u2(DG − In)]
G =G1 G

G Z(G,u)

b.[11] 若 ，此时 是完全非对称有向图，

则 的 Ihara zeta函数 有如下的行列式表达式：

Z(G,u)−1 = det(In−uA(G))。 

3    例　子

G G x1, x2, x3,

x4 ω G ω(xi) = ωi, i = 1,2, · · · ,4
考虑图 1中的有向图 ，令 的顶点是

且 是 的顶点权重， 。则有

A =



0
ω1ω2

1−u2ω2
1ω

2
2

0 ω1ω4

ω1ω2

1−u2ω2
1ω

2
2

0
ω2ω3

1−u2ω2
2ω

2
3

0

0
ω2ω3

1−u2ω2
2ω

2
3

0 ω3ω4

0 ω2ω4 0 0



D=



ω2
1ω

2
2

1−u2ω2
1ω

2
2

0 0 0

0
ω2

1ω
2
2

1−u2ω2
1ω

2
2

+
ω2

2ω
2
3
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2
3

0 0

0 0
ω2

2ω
2
3

1−u2ω2
2ω

2
3

0

0 0 0 0


由定理 3可得

500 上  海  理  工  大  学  学  报 2022 年 第 44 卷



ζω(G,u)−1 =
5∏

j=4

(1−u2ω(o(e j))2ω(t(e j))2)det(In−uA+u2 D) = (1−u2ω2
1ω

2
2)(1−u2ω2

2ω
2
3)·

det


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2
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0
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2
3
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2
3
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2ω

2
3

−uω3ω4

0 −uω2ω4 0 1


=
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1ω

2
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2
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det


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2
3
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2
3

−uω3ω4
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
=

1−u3ω2
1ω

2
2ω

2
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G图 1    有向图
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