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非规则颗粒与滚筒球磨机相互作用的
离散元–有限元耦合分析

李天泽，    王嗣强，    杨冬宝，    季顺迎
（大连理工大学 工业装备结构分析优化与 CAE软件全国重点实验室，大连 116024）

摘要：非规则颗粒形态显著影响球磨机中颗粒材料的运动行为，同时对球磨机结构产生不同的力

学响应。采用超二次曲面方程描述非规则颗粒材料，并发展了离散元（discrete element method,
DEM）–有限元（finite element method, FEM）耦合算法以分析非规则颗粒材料与滚筒球磨机间的相

互作用。在该算法中，滚筒球磨机被划分为一系列四边形单元，并且超二次曲面颗粒与球磨机间

的接触判断可转化为超二次曲面颗粒与四边形单元间的接触判断。将计算得到的碰撞力向节点插

值，该节点力作为载荷条件在有限元中进行隐式动力学求解，并通过求解颗粒运动方程和有限元

动力方程实现颗粒运动更新和结构力学响应分析。进一步分析了滚筒球磨机中球体、圆柱体和立

方体颗粒材料的运动行为以及滚筒球磨机的变形及应力分布规律。研究结果表明：颗粒形状显著

影响球磨机研磨效果和球磨机结构位移；立方体颗粒具有最好的研磨效果，而圆柱体颗粒比球体

颗粒具有更好的研磨效果；在结构位移上，立方体颗粒有最大的峰值位移，其次是圆柱体和球体

颗粒；相比于规则的球体颗粒，超二次曲面颗粒有不规则的表面形状，这会导致更好的研磨效果

和更大的结构位移。
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A DEM-FEM coupled analysis for the interaction between the
irregular granular materials and tumbling mill

LI Tianze，      WANG Siqiang，      YANG Dongbao，      JI Shunying
(State Key Laboratory of Structural Analysis, Optimization and CAE Software for Industrial Equipment, Dalian University of

Technology,  Dalian 116024, China)

Abstract: The irregular granular morphology significantly affects the kinematic behavior of the granular
materials in a tumbling mill, and simultaneously causes different mechanical responses of the tumbling
mill.  The superquadric  functions were used to  describe the irregular  granular  materials,  and a  discrete
element method (DEM)-finite element method (FEM) coupled algorithm was developed to analyze the
interaction between the irregular  granular  materials  and tumbling mill.  In  this  algorithm,  the  tumbling
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mill  was  divided  into  a  series  of  quadrilateral  elements,  and  the  contact  detection  between  the
superquadric  particles  and  the  tumbling  mill  could  be  simplified  as  the  contact  detection  between  the
superquadric particles and the quadrilateral elements.  The calculated collision forces were interpolated
in  the  nodes,  which  were  used  as  the  loading  conditions  in  the  finite  elements  for  the  solution  of  the
implicit dynamics. The update of particle motion and the structural mechanical response were realized
by  solving  the  particle  motion  equation  and  the  finite  element  dynamic  equation.  Furthermore,  the
motion  behavior  of  spherical,  cylindrical  and  cubic  granular  materials  in  a  tumbling  mill  and  the
deformation and stress distribution of the tumbling mill were analyzed. The numerical results indicated
that  the particle  shape significantly affected the grinding effect  and structural  displacement of  the ball
mill. The cube particles had the best grinding effect, while cylindrical particles had better grinding effect
than  spherical  particles.  In  terms  of  structural  displacement,  cubic  particles  had  the  largest  peak
displacement,  followed  by  the  cylindrical  and  spherical  particles.  Compared  to  regular  spherical
particles, superquadric particles had irregular surface shapes, which lead to a better grinding effect and
greater structural displacement.

Keywords: discrete  element  method; finite  element  method; coupled  algorithm; superquadric
element; irregular granular materials

 
 

滚筒球磨机是采矿工程中以颗粒材料为研磨

介质的通用研磨设备，因此，内部颗粒的几何形

态显著影响其研磨性能[1]。一般采用规则的球体颗

粒材料作为研磨介质，但根据不同工程应用需求，非

规则形态的颗粒也被广泛使用，如鹅卵石形状[2]、

矿石形状[3]、圆柱体[4] 和立方体[5] 等。即便是采用

球体颗粒，在滚筒球磨机的旋转过程中，球体颗

粒材料也会经历从最初规则形状到非规则颗粒混

合物的形态转变。这主要是由于碰撞和多种磨损

机制导致规则球体颗粒瞬间磨损成非规则形态颗

粒[6-7]。同时，在滚筒球磨机中球体和非规则颗粒

材料具有不同的运动特性，并且从球体颗粒材料

得到的结论难以直接应用于非规则颗粒材料 [8-11]。

因此，探究滚筒球磨机内非规则颗粒材料的运动

规律及结构的应力分布规律，对于球磨机的设计

和优化至关重要。

自 1979年 Cundall等 [12] 首次提出离散单元法

（discrete element method, DEM）以来，经过 40多年

的发展，它已经成为了模拟颗粒材料力学特性的

重要工具[13-15]。在滚筒球磨机的离散元模拟中，大

量球体颗粒的材料参数及运动状态被广泛研究，

这对于球磨机的参数选择和结构优化具有重要的

应用价值。为了更准确地模拟颗粒材料的运动状

态，非规则颗粒材料的离散元方法迅速发展。模

拟非规则颗粒主要采用两种方法：单个非规则颗

粒模型和组合颗粒模型。单个非规则颗粒模型使

用一个连续包络函数或几何拓扑方法来构造非规

则颗粒，如椭球体[16]、超二次曲面[17] 和扩展多面

体 [18]；组合颗粒模型则采用多个凸形颗粒以任意

空间位置来形成具有复杂形态的非规则颗粒。在

这些方法中，基于连续函数包络的超二次曲面单

元可以合理地模拟自然界中约 80%的颗粒形状[19]。

通过调整函数中的半轴长和形状参数，可以改变

模拟的颗粒尺寸和表面尖锐度[20-22]。这种方法通过

联立求解方程组进而计算颗粒间和颗粒与结构间

的接触点，并通过非线性接触力模型计算碰撞

力。然而，在研磨过程中球磨机结构的变形和应

力等力学响应对球磨机的安全运行至关重要。工

程结构分析中，有限单元法（finite element method,
FEM）是一种广泛应用的数值方法，其基于宏观连

续介质力学模型并通过建立材料的本构关系来描

述物理特性，随后求解控制方程以获得结构的变

形和应力分布等 [23]。因此，为了分析球磨机的变

形和应力分布特性，有必要采用有限单元法对滚

筒球磨机进行建模和数值分析。

值得注意的是，采用单一离散元方法或有限

元方法难以准确模拟非规则颗粒材料在滚筒球磨

机中的运动、碰撞以及与球磨机的相互作用过

程。因此，本文采用超二次曲面方程构造非规则

颗粒形态，建立滚筒球磨机的有限元结构模型，
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同时发展了 DEM-FEM耦合算法，以分析不同形

状颗粒在球磨机中的运动行为，以及滚筒球磨机

的内部结构变形及应力分布规律。

 1    超二次曲面 DEM-FEM 耦合算法

采用超二次曲面方程构造球体和非规则形态

颗粒，同时发展超二次曲面颗粒与四边形面间的

搜索算法以计算接触点和重叠量，并通过非线性

接触力模型计算颗粒间及颗粒与结构间的碰撞

力。最后，通过求解有限元动力方程及颗粒运动

方程进而实现结构位移–应力计算和颗粒运动

更新。

 1.1    基于超二次曲面方程的非规则颗粒构造

超二次曲面方程是一种椭球方程的扩展形

式，可通过改变其 5个参数进而得到颗粒的不同

尺寸和形态。以颗粒中心为原点，其函数形式可

表示为[24-25]

f (x,y,z) =
(∣∣∣∣∣ xa

∣∣∣∣∣n2
+

∣∣∣∣∣ yb
∣∣∣∣∣n2

)n1/n2

+

∣∣∣∣∣ zc
∣∣∣∣∣n1
−1 = 0 （1）

a，b c

n1 n2

式中： 和 分别表示颗粒沿 3个主轴方向的半

轴长； 和 为形状参数。

n1 = n2 =

2 n1≫ 2 n2 = 2

n1 = n2≫ 2

图 1为采用不同半轴长和形状参数得到的不

同形态颗粒。在形状参数的选择上：当

时，可以生成球体或椭球体；当 且

时，可以生成类圆柱体；当 时，可以生

成类立方体。对于超二次曲面颗粒间接触点的计

算方法可参考文献 [17]，并且该牛顿迭代方法具有

较好的数值精度。
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图 1    由超二次曲面方程构造的颗粒形状

Fig.1    Particle  shapes  constructed  by  the  superquadric
equations

 
 

 1.2    超二次曲面颗粒与结构间的接触检测算法

在离散元–有限元耦合模拟中，不同形态颗粒

与结构间的参数传递是至关重要的。首先，通过

颗粒与结构间的接触检测算法计算接触点和重叠

a，b，c，d

nw nw =a× b
|a× b|

A P e
|PQP| |e·nw|

量，同时采用非线性接触力模型计算碰撞力和力

矩；然后，采用形函数将碰撞力插值至有限单元

的节点上；最后，通过求解有限单元的动力方程

及颗粒运动方程进而更新颗粒运动信息和结构信

息。超二次曲面颗粒与复杂结构间的接触检测可

转化为超二次曲面颗粒与每个实体单元的四边形

面间的接触判断，同时这种简化后的接触判断存

在 3种接触模式：面接触、边接触和点接触，如

图 2所示。图中： 分别表示点 B坐标

减点 A坐标、点 C坐标减点 B 坐标、点 D 坐标减

点  C 坐标、点  A坐标减点  D 坐标得到的坐标向

量； 为平面的单位法向量， ；点

指向超二次曲面中心点 的向量可表示为 ，颗粒

中心到平面 的距离可表示为 。
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图 2    超二次曲面单元与四边形面的接触判断

Fig.2    Contact  detection between a superquadric  particle  and
a quadrilateral element

 
 

超二次曲面颗粒与四边形面之间的边接触和

点接触算法与文献 [17]中所介绍的接触算法一

致。本文将重点介绍超二次曲面颗粒与四边形面

之间的接触算法。首先，对超二次曲面颗粒的包

围球与四边形单元所在平面进行粗判断。如果包

围球发生接触，则需要计算超二次曲面颗粒与平

面间的精确接触点，并判断该接触点是否位于四

边形面内。一个平面方程可表示为

nw·(x− xA) = 0 （2）

xA A式中， 为平面上点 的坐标。

rp超二次曲面颗粒的包围球半径设定为 ，则采

用包围球方法的粗判断可表示为{
rp− |e·nw| ⩽ 0，接触
rp− |e·nw| > 0，不接触 （3）

x(x,y,z)T

如果超二次曲面颗粒的包围球与平面发生接

触，则需要确定超二次曲面颗粒与平面的接触点

位置。假定颗粒表面上一点 与平面间的距

离取最大值，其优化方程表示为[26]{
max(nw·x)
F (x) = 0 （4）
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F (x) = f
[
RT · (x− xc)

]
xc

R x̃

x = ax̃ y = α1bx̃ z = β1cx̃ γ1 =
(
1+αn2

1

)n1/n2−1

nw
(
nx,ny,nz

)

式中： 为全局坐标系下超二次

曲面函数方程； 为超二次曲面单元的质心位置；

为基于四元数的转换矩阵。取中间变量 ，通过

代入 ， ， 和 ，

并考虑平面法向量 的分量具有正负符

号，可将超二次曲面颗粒与平面的解析解表示为

α1 =
(∣∣∣bny

∣∣∣/ |anx|
)1/(n2−1)

γ1 =
(
1+αn2

1

)n1/n2−1

β1 = (γ1 |nzc|/ |nxa|)1/(n1−1)

x = a
/[(

1+αn2
1

)n1/n2
+β

n1
1

]1/n1
·sign(nx)

y = α1b |x|/a·sign
(
ny

)
z = β1c |x|/a·sign(nz)

（5）

[(xA− x)·nw] ⩽ 0如果满足 ，则颗粒与四边形

单元所在的平面发生接触，且超二次曲面颗粒与

平面的重叠量可表示为

δn = [(xA− x)·nw]·nw （6）

ϕ1，ϕ2，ϕ3 ϕ4

此外，为了进一步判断接触点是否在四边形

面内，这里取 4个未知参数 和 ，可分

别表示为 
ϕ1 = [(x+δn− xA)× a] · nw
ϕ2 = [(x+δn− xB)× b] · nw
ϕ3 = [(x+δn− xC)× c] · nw
ϕ4 = [(x+δn− xD)× d] · nw

（7）

xB，xC xD B C D式中： 为和 分别为平面上点 ， ， 的

坐标。

ϕ1，ϕ2，ϕ3 ϕ4若 和 正负符号相同，即同为正号

或同为负号，则说明接触点在四边形面内，颗粒

与四边形单元的接触模式为面接触。

 1.3    超二次曲面颗粒的非线性接触力模型

Fn

Ft Fn Fe
n

Fd
n

颗粒间及颗粒与结构间的作用力均采用非线

性接触力模型 [27]，其接触力主要由法向力 和切

向力 组成。其中，法向力 包括弹性力 和黏

滞力 ，可分别表示为

Fe
n =

4
3

E∗
√

r∗(δn)
3
2 （8）

Fd
n =Cn

(
8m∗E∗

√
r∗ |δn|

) 1
2 · vn （9）

E，Cn，m，r vn

E∗

r∗ m∗  1
E∗
=

1− v2
i

Ei
+

1− v2
j

E j
，

1
m∗
=

1
mi
+

1
m j

1
r∗
=

1
ri
+

1
r j

)
i和 j

式中： 和 分别为弹性模量、法向阻

尼系数、质量、曲率半径和法向相对速度； ，

和 分别为等效弹性模量、等效曲率半径和等效

质量，由 和

计算得出； 分别表示互相接触的两个单

元编号。其中，曲率半径可表示为[27]

r =1
/[
∇FT·∇2F·∇F − |∇F|2 ∂2F
∂x2 +

∂
2F
∂y2 +

∂
2F
∂z2

/2|∇F|3 （10）

Ft Fe
t Fd

t

考虑 Mohr-Coulomb摩擦准则，超二次曲面颗

粒间的切向力 包括弹性力 和黏滞力 ，可分

别表示为

Fe
t =µs

∣∣∣Fe
n

∣∣∣1−
[
1−min

(
δt,δt,max

) /
δt,max

] 3
2

 ·
δt
/
|δt| （11）

Fd
t =Ct

(
6µsm∗

∣∣∣Fe
n

∣∣∣ ·√
1−min

(
δt,δt,max

)
/δt,max

) 1
2 · vt （12）

µs，Ct vt

δt = δt+ vt∆t

∆t δt,max

δt,max = µs (2− ν)/2(1− ν)δn ν

式中： 和 分别为滑动摩擦系数、切向阻尼

系数和切向相对速度； 为切向相对位

移； 为 DEM时间步长； 为最大切向重叠

量，可表示为 ， 为泊松比。

 1.4    超二次曲面颗粒的信息更新

超二次曲面颗粒的运动方程是基于牛顿第二

定律，每个颗粒在当前时间步的平动速度和旋转

速度可表示为

m
dvt

dt
=

N∑
i=1

(
Fn,i+Ft,i

)
+mg （13）

J
dωt

dt
=

N∑
i=1

(
Mn,i+Mt,i+Mr,i

)
（14）

v ω m J
Fn,i Ft,i i

Mn,i Mt,i Mr,i

i

N g

式中： ， ， 和 分别为颗粒的平动速度、转动

速度、质量和转动惯量； 和 分别为第 个接

触对的法向力和切向力； ， 和 分别为第

个接触对的法向力和切向力产生的力矩以及滚动

摩擦力矩； 为总接触对数； 为重力加速度。

超二次曲面颗粒在旋转时通常会引起惯性张

量的改变。因此，引入每个颗粒的局部坐标系来

反映颗粒的转动，同时采用四元数方法计算全局

坐标和局部坐标间的转化关系，可表示为

eT
l = ReT

g （15）

eT
l eT

g式中， 和 分别为局部坐标系下的方向矢量和全

局坐标系下的方向矢量。

 1.5    有限元方法中六面体实体单元的信息更新

颗粒与结构间的接触力模型与颗粒间的接触

力模型相同。它根据颗粒与结构的重叠量计算相
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应的接触力，并将接触力转化为有限元分析中的

等效节点力。根据虚功定理，原始接触力的虚功

之和等于所有等效节点力的虚功之和。对于一个

包含 8个节点的实体单元，其等效节点力可以表

示为 {
F′

}
= (N) j { f } （16）

{F′} (N) j j

{ f }
式中： 是等效节点力； 为在单元 的形函

数； 为接触力。

有限元方法是一种有效的数值计算方法，通

过在每个单元内对位移进行逼近，将连续体转化

为有限自由度的系统，用以描述结构体的运动行

为。在本文中，通过采用 8节点六面体实体单元

的线弹性有限元方法建立工程结构的动力模型。

其中，8节点六面体实体单元的单元刚度矩阵可表

示为

K =
w 1

−1

w 1

−1

w 1

−1
BT DB |J |dξdζdη （17）

K B

D J

ξ，ζ η

式中： 为六面体单元的单元刚度矩阵； 为单元

的几何矩阵； 为单元的弹性矩阵； 为雅可比矩

阵； 和 分别为插值点的自然坐标。

为了提高有限元分析的计算效率，本研究中

采用了一种基于 EBE (element-by-element)的隐式

积分方法，用于求解有限元动力学方程。有限元

动力学方程可以表示为

Müt +Cu̇t +Kut = Ft （18）

üt u̇t ut t

M K
Ft t C

式中： ， 和 分别表示 时刻结构的加速度、速

度和位移； 和 分别为结构的集中质量矩阵和刚

度矩阵； 为 时刻受到的外部载荷； 为阻尼矩阵。

 2    DEM-FEM 耦合算法的理论验证

为验证超二次曲面 DEM-FEM耦合算法的可

靠性，这里模拟了薄板受颗粒重力作用时的位移

(a = b = c =

3 mm和n1 = n2 = 6
)

a = b = 3 mm，

c = 4 mm，n1 = 8和n2 = 2 a = b =

c = 3 mm n1 = n2 = 2

随长度的变化，并将数值结果与基于梁挠度方程

的解析结果以及有限元 ANSYS软件的数值结果进

行对比验证。采用超二次曲面方程构造 30 000个

不同形态的颗粒，包括 10 000个立方体

、10 000个圆柱体 (
)和 10 000个球体 (

和 )。薄板上方所有颗粒以任意

位置生成并在平板上实现稳定堆积，如图 3所示。
 

 

z

y

x

o 
图 3    球体和非球体颗粒在薄板上的稳定堆积

Fig.3    Stable  packing  of  the  spherical  and  non-spherical
particles on the thin plane

 
 

x = 0 ux = 0，uy = 0和uz = 0

x = 0

以左侧薄板中心为坐标原点，对薄板在

处进行位移约束，即 。

DEM-FEM耦合计算参数列于表 1中。在有限元

ANSYS软件中，将所有颗粒的重力等效为薄板上

的均布面力，并且对薄板在 处所有自由度进

行约束。考虑一端受全自由度约束且受均布载荷

作用下梁的挠度方程可表示为

y = − qx2

24EI

(
x2−4lx+6l2

)
（19）

q q =
Nlmlg

S
Nl ml S

I l

式中： 为作用在梁上的均布载荷， ；

和 分别为颗粒数目和颗粒质量， 为薄板的横

截面积； 为薄板的转动惯量； 为薄板的长度。

dz

当颗粒材料无相对运动时，对薄板的垂直位

移 进行统计，并将 DEM-FEM耦合算法得出的数

值结果与 ANSYS软件得到的结果进行对比，如

图 4所示。结果显示，DEM-FEM耦合算法得出的

位移大小和分布规律与 ANSYS软件得到的数值结

果基本一致。同时，将计算得到的薄板垂直位移
 

表 1   DEM-FEM 耦合模拟的主要参数

Tab.1    Main parameters of DEM-FEM coupled simulation
 

参　数 数　值 参　数 数　值

颗粒密度/( kg·m−3) 10 颗粒–结构间法向阻尼系数 0.1

颗粒弹性模量/ GPa 10 颗粒–结构间切向阻尼系数 0.1

颗粒泊松比 0.3 颗粒–结构间摩擦系数 0.3

结构弹性模量/ GPa 200 颗粒间摩擦系数 0.3

结构泊松比 0.3 s时间步长/ ×10−62
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随长度变化的数值结果与式（19）的理论结果及

ANSYS软件得到的数值结果进行对比，如图 5
所示。薄板的垂直位移随着长度的增加而减小，

且下降速率逐渐增加。ANSYS软件的计算结果与

梁的解析结果比较吻合，而 DEM-FEM耦合算法

得到的数值结果与解析结果存在微小差异。这些

微小差异主要是由于薄板上的颗粒位置具有随机

性，这与解析结果中的均布荷载存在一定区别。
 

 

0
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−0.025
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−0.015

d
z
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−0.010
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0

2 4 6 8 10
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DEM-FEM 耦合算法
理论解

 
图 5    薄板竖直方向位移随薄板长度的变化关系

Fig.5    Relationship  between  the  vertical  displacement  of  the
plate and the length

 

 3    基于 DEM-FEM 耦合算法的滚筒
球磨机模拟

rm = 0.25 m

采用基于超二次曲面方程的非规则颗粒 DEM-
FEM耦合算法模拟滚筒球磨机中不同形态颗粒的

运动行为，颗粒形状包括球体、圆柱体和立方体

颗粒。滚筒球磨机的内壁半径 ，筒壁

wm = 0.01 m sl = 0.26 m

hl = 0.26 m dm = 0.25 m

7 900 kg/m3 ×10−6 s

厚度 ，提升条长度 ，高度

，整体宽度 ，如图 6所示。

滚筒球磨机模型共有 2 880个实体单元和 4 752个

节点，同时考虑对提升条进行局部网格加密 [28]。

颗粒密度为 ，时间步长为 2.0 ，

其他 DEM-FEM模拟参数列于表 1中。在有限元

计算球磨机位移及应力分布时，球磨机外侧筒壁

的自由度将被全部约束。
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图 6    滚筒球磨机的有限元模型

Fig.6    Finite element modeling of the tumbling mill
 
 

n1 = n2 = 2 n1 = 8,n2 = 2 n1 =

n2 = 6

a : b : c = 1 : 1 : 1

采用超二次曲面方程分别构造 2 000个球体

( )、圆柱体 ( )和立方体 (
)。所有颗粒具有相等质量，半轴长比例均满

足 ，等效半径为 5.8 mm。在初始时

刻，所有颗粒具有随机位置和空间角度。在重力

作用下，颗粒自由下落至滚筒内并形成稳定堆积。

 

(a) DEM−FEM 耦合算法 (b) ANSYS 软件

0 1.50 3.00 (m)
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0
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图 4    由 DEM-FEM 耦合算法和 ANSYS 软件得到的薄板位移云图对比

Fig.4    Comparison of the displacement patterns of a thin plate obtained by the DEM-FEM coupled algorithm and
the ANSYS software
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90° 180°

当所有颗粒无相对运动时，滚筒以转速为 30 r/min
开始旋转。图 7为滚筒球磨机中球体、圆柱体和

立方体颗粒在不同时刻的运动状态。4幅插图分别

对应颗粒材料在滚筒球磨机中生成、下落稳定、

球磨机旋转 和球磨机旋转 时的运动状态。

图 8为滚筒球磨机中球体、圆柱体和立方体

颗粒材料的速度分布。其中，V为颗粒在 3个主轴

方向的合速度。相较于球体，圆柱体和立方体在

颗粒提升过程中形成了更为稳定的颗粒运动。其

中，立方体颗粒被提升的位置最高。这是因为这

些颗粒具有更大的相对速度，这导致颗粒间碰撞

更加剧烈。因此，立方体颗粒材料具有最好的研

磨效果，而圆柱体颗粒材料比球体颗粒材料具有

更好的研磨效果。 

 

(b) 圆柱体颗粒材料

(c) 立方体颗粒材料

(a) 球体颗粒材料

 
图 7    滚筒球磨机中不同形态颗粒材料的运动状态

Fig.7    Motion of the granular materials with different morphologies in the tumbling mill
 
 
 

 

(b) 圆柱体颗粒材料 (c) 立方体颗粒材料
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0

(a) 球体颗粒材料 
图 8    不同形态颗粒在滚筒球磨机中的速度分布图

Fig.8    Velocity distribution of particles with different morphology in the tumbling mill
 
 

随着滚筒球磨机的旋转，颗粒在重力作用下

不断与球磨机壁面发生接触和碰撞，这种荷载作

用使得结构在接触点处产生局部变形，并进一步

产生应力–应变响应。图 9为滚筒球磨机在颗粒碰

撞下的局部 von-mises应力云图。结果表明：滚筒

球磨机中最大应力出现在提升条上。提升条的作

用是提供颗粒克服自身重力的支持力，并不断提

升颗粒的高度。因此，颗粒与球磨机间的剧烈碰
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撞主要发生在提升条上，这与之前文献 [28]的研

究结果是一致的。

dl

8.2×10−7 m

40°～110° 320°～470° 670°～700°

110°

300°
470°

670°

300°～360°

当球体颗粒材料填充进滚筒球磨机时，提升

条位移 随球磨机旋转角度 φ的变化如图 10所

示。在球磨机的运动过程中，提升条位移峰值的

波动较小，约为 。这些峰值位移分别出

现在 ， 以及 。这些

角度范围分别对应了球磨机旋转的第一周中颗粒

最初抬升、第一周末尾的颗粒自由下落和第二周

中颗粒再次抬升，以及第二周末尾颗粒再次自由

下落的阶段。从位移变化趋势可以看出：起初位

移迅速上升，达到峰值后进入波动阶段；随后，

位移峰值不断减小，直到约 时进入无负载状

态，位移迅速减小并稳定下来；球磨机旋转至约

时再次进入负载状态，位移开始以较小周期和

较大振幅波动，直到约 时再次进入第二周的无

负载状态；此外，球磨机在约 时再次进入负载

状态。值得注意的是，这一阶段的变化特性与在

区间的特性基本相似，这也说明当球磨

机进入稳定状态后，其有限元位移特征基本相同。

dl

6.3×
10−7 m 1.0×10−6 m

0° 120° 305° 490° 670° 720°

100° 450°

当圆柱体颗粒材料填充进滚筒球磨机时，提

升条位移 随球磨机旋转角度 φ的变化如图 11所

示。第一周颗粒抬升阶段的位移峰值约为

，而第二周位移峰值增加到 。

与球体颗粒材料填充时相比，圆柱体颗粒材料填

充时的位移大于初始提升阶段的位移。从图 8(b)
中可以看出，圆柱体颗粒材料随着球磨机的旋转

而逐渐被提升且自由下落至颗粒床表面。这加剧

了颗粒与颗粒、颗粒与球磨机间的碰撞，使下落

后的颗粒获得更大的动能，从而使稳定阶段的位

移更大。与球体颗粒材料相似，圆柱体颗粒材料

的位移也相应出现了 3个阶段，对应的角度范围

分别为 ～ 、 ～ 以及 ～ 。角度

范围不同的原因主要在于圆柱体颗粒比球体颗粒

具有更加不规则的表面，进而导致颗粒间产生更

强的互锁，并使得颗粒在提升条作用下被提升至

更高位置。从位移的变化趋势上可以看出，两次

颗粒提升阶段的位移峰值都出现在最后一个阶

段，分别约为 和 ，并且波动的振幅小于球

体颗粒填充时得到的位移幅值。这是由于圆柱体

颗粒的运动更加稳定，而球体颗粒更容易发生滑

动和滚动，导致提升条受到的载荷变化更加剧烈。
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图 11    圆柱体颗粒填充下提升条位移随旋转角度的变化关系

Fig.11    Relationship  between  the  displacement  of  lifting  bar
and rotation angle under cylindrical granular filling

 
 

dl

0° 130° 330° 500° 675° 720°

7.1×10−7 m 1.2×10−6 m

300°～360°

当立方体颗粒材料填充进滚筒球磨机时，提

升 条 位 移 随 球 磨 机 旋 转 角 度 φ的 变 化 如

图 12所 示 。 提 升 条 产 生 位 移 的 角 度 范 围 为

～ 、 ～ 、 ～ 区间。与圆柱体

颗粒材料填充时提升条的位移变化类似，提升条

在稳定阶段的位移峰值大于初始抬升阶段的位移

峰值，且峰值约为 和 ，两处

峰值均大于圆柱体颗粒材料填充时提升条的位移

峰值。在旋转的第一周末尾，即角度范围在

，立方体颗粒材料对提升条产生的位移
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图 9    滚筒球磨机受载荷部分的 von-mises 应力云图

Fig. 9    Von-mises  stress  pattern  of  the  loaded  part  in  the
tumbling mill
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图 10    球体颗粒填充下提升条位移随旋转角度的变化关系

Fig. 10    Relationship  between  the  displacement  of  lifting  bar
and rotation angle under spherical granular filling
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明显小于圆柱体和球体颗粒对提升条产生的位

移。这是因为立方体颗粒比圆柱体和球体颗粒具

有更尖锐的表面和更强的互锁效应，这使得立方

体颗粒可以更好地借助提升条向上运动，同时，

在旋转末尾阶段产生颗粒的滞后下落现象。
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图 12    立方体颗粒填充下提升条位移随旋转角度的变化关系

Fig.12    Relationship  between  the  displacement  of  lifting  bar
and rotation angle under cubic granular filling

 
 

 4    结束语

采用基于连续函数包络的超二次曲面方程构

造非球形颗粒材料，在传统球体颗粒的离散元–有
限元耦合算法基础上，发展了非球体颗粒材料的

离散元–有限元耦合算法。该算法采用超二次曲面

颗粒与 8节点实体单元间的界面搜索方法计算接

触力，同时通过形函数将接触力插值至节点上。

随后，基于等效节点力求解有限元方法中的隐式

积分动力方程，并更新超二次曲面颗粒及结构的

位置信息。为验证基于超二次曲面的离散元 –
有限元耦合算法的有效性，对由颗粒重力引起的

薄板变形进行统计，其薄板位移的数值结果与解

析结果和有限元 ANSYS软件的数值结果均有较好

的吻合。由此表明：基于超二次曲面的离散元–有
限元耦合算法能够合理描述非球体颗粒与结构之

间的相互作用，同时也能准确反映结构的位移变

化。在此基础上，采用超二次曲面方程构造了球

体、圆柱体和立方体颗粒，并对滚筒球磨机中不

同形态颗粒材料的流动行为、速度分布、结构位

移变化以及局部应力分布进行数值分析，该研究

结果可为滚筒球磨机的内部结构设计提供重要

参考。
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