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广义Rosenau-Kawahara 方程的有效谱方法

文    贤，    王中庆
（上海理工大学 理学院，上海 200093）

摘要：针对广义 Rosenau-Kawahara 方程提出了 Legendre dual-Petrov-Galerkin 谱方法，并基于对
角化技巧，构建了快速有效算法。在此基础上研究了单个孤立波的传播、守恒律及波的生成等物
理现象。数值结果验证了所提算法的有效性。
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An efficient spectral method for the generalized
Rosenau-Kawahara equation
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Abstract: The  Legendre  dual-Petrov-Galerkin  spectral  method  was  proposed  to  the  generalized
Rosenau-Kawahara  equation.  A  fast  and  efficient  algorithm  was  constructed  based  on  the
diagonalization  technique.  The  motion  of  single  solitary  wave  solution,  conservation  laws  and  the
phenomena  of  wave  generation  were  also  studied.  Numerical  results  illustrate  the  effectiveness  of  the
suggested approach.
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 1    问题提出及预备知识

非线性波的传播是自然界中普遍存在的物理

现象，对其进行数值研究具有十分重要的理论意

义和应用价值。在过去的几十年里，Korteweg-de
Vries ( KdV ) 方程主要用来描述波动行为。为了克

服传统 KdV方程无法处理波与波及波与墙相互作

用的缺点，在离散动力学系统的研究中经常使用

Rosenau方程。作为非线性波的进一步考虑，在

uxxx −uxxxxx,Rosenau方程中添加两个黏性项 和  即可

得到 Rosenau-Kawahara方程[1]。不失一般性，本文

将主要考虑如下广义 Rosenau-Kawahara方程的初

边值问题[2]：
ut +βux +µuxxx +γupux +λuxxxxt −ηuxxxxx = 0,

x ∈ (−L,L), t ∈ (0,T ]
u(±L, t) = ux(±L, t) = uxx(L, t) = 0, t ∈ [0,T ]
u(x,0) = uex(x,0), x ∈ [−L,L]

（1）

p β,γ,µ,η λ式中： 为正整数； 为常数； 为非负常数。
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作为广义 Rosenau-Kawahara方程的特殊情

况，Kawahara方程、Rosenau-Kawahara方程等在

流体力学、电磁学、等离子体、非线性光学等领

域都有广泛的应用[1-5]。

文献 [1-2]运用 sine–cosine和 tanh等方法构造

了广义 Rosenau-Kawahara方程的渐进解。目前仅

有为数不多的文献讨论了广义 Rosenau-Kawahara
方程的数值方法。如文献 [3]对 Rosenau-Kawahara
方程考虑了两种守恒有限差分格式，文献 [4]提出

了 Rosenau-Kawahara方程的一种紧致保结构有限

差分格式，文献 [2]则发展了广义 Rosenau-Kawahara
方程的一个守恒有限差分格式。

作为微分方程的主要数值解法之一，谱方法

以其高精度优势渐受关注，并被广泛应用于流体

力学、海洋科学和大气科学等问题的数值模

拟中[5-8]。目前尚未发现使用谱方法求解广义Rosenau-
Kawahara方程的相关文献。若使用传统谱方法进

行求解，则离散后最终得到的系数矩阵是一个十

一对角矩阵，因而极大地影响了计算效率。近年

来，文献 [9-12]提出了椭圆型问题和 Camassa-
Holm方程等问题的对角化谱方法，其主要优点是

离散后的线性系统为对角矩阵，进而从本质上提

高了计算效率。本文针对广义 Rosenau-Kawahara
方程构造了一组 Sobolev双正交基函数，由此提出

一个有效的 Legendre dual-Petrov-Galerkin谱方法，

并对单个孤立波的传播、守恒律及波的生成等物

理现象进行了数值模拟。

Ln(ξ)

n

下面回顾 Legendre多项式的基本知识。记

为 阶 Legendre多项式，满足以下三递推关系[8]：

L0(ξ) = 1, L1(ξ) = ξ,
(n+1)Ln+1(ξ) = (2n+1)ξLn(ξ)−nLn−1(ξ),
n ⩾ 1, ξ ∈ (−1,1) （2）

其正交性为w 1

−1
Ln(ξ)Lm(ξ)dξ =

2
2n+1

δmn, ∀m,n ⩾ 0 （3）

δmn式中， 为 Kronecker符号。

进一步地，

L′n(ξ) =
n−1∑
k=0

k+n odd

(2k+1)Lk(ξ),

(2n+1)Ln(ξ) = L′n+1(ξ)−L′n−1(ξ), n ⩾ 1 （4）

PN N令 为不超过 次代数多项式的集合。正如文

献 [5]所指出的，针对五阶微分方程，由于算子的

非对称性，应使用 dual-Petrov-Galerkin谱方法，即

分别考虑如下的测试函数空间和检验函数空间：
VN = {u ∈ PN : u(±1) = ux(±1) = uxx(1) = 0}
V∗N = {u ∈ PN : u(±1) = ux(±1) = uxx(−1) = 0}
相应地，两组基函数选择如下[5]：

ϕn=Ln−
2n+5
2n+7

Ln+1−
2(2n+5)

2n+7
Ln+2+

2(2n+3)
2n+9

Ln+3+
2n+3
2n+7

Ln+4−

(2n+3)(2n+5)
(2n+7)(2n+9)

Ln+5

ψn=Ln+
2n+5
2n+7

Ln+1−
2(2n+5)

2n+7
Ln+2−

2(2n+3)
2n+9

Ln+3+
2n+3
2n+7

Ln+4+

(2n+3)(2n+5)
(2n+7)(2n+9)

Ln+5

（5）

显然

VN = span {ϕ0(x),ϕ1(x), · · · ,ϕN−5(x)}
V∗N = span {ψ0(x),ψ1(x), · · · ,ψN−5(x)}

(2k+m)n+1 := (2k+m)(2k+2+m) · · · (2k+2n+

m) al,k = (ϕk,ψl), bl,k = (ϕk, ∂xψl) cl,k = ( ∂xϕk, ∂
2
xψl),

dl,k = ( ∂2
xϕk, ∂

3
xψl)

A = (alk)k⩾0,l⩽N−5,

B = (blk)k⩾0,l⩽N−5, C = (clk)k⩾0, l⩽N−5, D = (dlk)k⩾0, l⩽N−5

E = (elk)k⩾0,l⩽N−5

记

， ，

。由 Legendre多项式的性质式 (2)～
(4)和两组基函数的定义可得，矩阵

，

的非零元为

ak,k =
120(2k+3)2

(2k+1)(2k+7)3
, ak,k−1 = −ak−1,k =

20(2k+3)
(2k+7)2

,

ak,k−2 = ak−2,k =
−80

(2k+7)2
,

ak,k−3 = −ak−3,k =
−10(2k−3)

(2k+1)(2k+7)
,

ak,k−4 = ak−4,k =
20(2k−5)

(2k−1)2(2k+7)
,

ak,k−5 = −ak−5,k =
2(2k−7)2

(2k−3)3
,

bk,k =
12(2k+3)2

(2k+7)2
,

bk,k−1 = −bk−1,k =
−48(2k+3)

(2k+7)2
,

bk,k−2 = bk−2,k =
−8(2k−1)

2k+7
,

bk,k−3 = −bk−3,k =
16(2k−3)

(2k+1)(2k+7)
,

bk,k−4 = bk−4,k =
2(2k−5)2

(2k−1)2
,

ck,k =
4(2k+3)(2k+3)2

2k+7
,

ck,k−1 = −ck−1,k =
−8(2k+1)2

2k+7
,
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ck,k−2 = ck−2,k = −2(2k−1)2,

dk,k =
4(2k+3)(2k+3)2

2k+7
,

dk,k−1 = −dk−1,k = 2(2k+1)2(2k+3),
ek,k = 2(2k+3)2(2k+3)2

 2    Legendre dual-Petrov-Galerkin 谱
方法

 2.1    谱格式

x̃ = x/L t̃ = t/L

(x, t) (x̃, t̃)

为了使用 Legendre dual-Petrov-Galerkin谱方法

求解原方程 (1)，进行 ， 线性变换，仍

用 表示 。考虑如下压缩的广义 Rosenau-
Kawahara方程:

ut +βux +
µ

L2 uxxx +γupux +
λ

L4 uxxxxt −
η

L4 uxxxxx = 0,

x ∈ (−1,1), t ∈ (0,T ]

u(±1, t) = ux(±1, t) = uxx(1, t) = 0, t ∈ [0,T ]

u(x,0) = uex(Lx,0), x ∈ [−1,1]

τ, M = T/τ, u(k) = u(x,kτ), k =

0,1, · · · ,M
记时间步长为

。上述方程的标准中心差分格式为

u(k+1)−u(k)

τ
+β

u(k+1)
x +u(k)

x

2
+γ

(u(k+1))pu(k+1)
x +(u(k))pu(k)

x

2
+

µ

L2
u(k+1)

xxx +u(k)
xxx

2
+
λ

L4
u(k+1)

xxxx −u(k)
xxxx

τ
− η

L4
u(k+1)

xxxxx+u(k)
xxxxx

2
=0,

0 ⩽ k ⩽ M−1

u(0)(x) = uex(Lx), x ∈ (−1,1)

u(k)(±1) = u(k)
x (±1) = u(k)

xx (1) = 0

相应的全离散 Legendre dual-Petrov-Galerkin谱格式

如下：

u(k+1)
N ∈ VN求 , 使得

Aβ,µ,λ,η(u
(k+1)
N ,v) = F (u(k)

N ,v),

∀v ∈ V∗N，0 ⩽ k ⩽ M−1 （6）

其中，

Aβ,µ,λ,η (u,v) := 2(u,v)−τβ (u,vx)+
τµ

L2 (ux,vxx)+

2λ
L4 (uxx,vxx)+

τη

L4 (uxx,vxxx) ,

F
(
u(k)

N ,v
)

:= 2
(
u(k)

N ,v
)
+τβ

(
u(k)

N ,vx
)
− τµ

L2

(
u(k)

Nx,vxx
)
+

2λ
L4

(
u(k)

Nxx,vxx
)
− τη

L4

(
u(k)

Nxx,vxxx
)
+

τγ

p+1

((
u(k+1)

N

)p+1
+(

u(k)
N

)p+1
,vx

)
 2.2    对角化方法

为了更加高效地求解广义 Rosenau-Kawahara

Φn(x):=Φn,α,β,µ,λ,η(x)
Ψn(x):=Ψn,α,β,µ,λ,η(x)

Bα,β,µ,λ,η(u,v) := α(u,v)−β(u,vx)+

µ(ux,vxx)+λ(uxx,vxx)+η(uxx,vxxx)

方程，应使用对角化技巧，即重新选择两组基函

数，使得方程组 (6)中的系数矩阵为对角矩阵，从

而提高在每个时间层求解方程组 (6)的效率。为

此，先介绍两组修正的基函数

和 , 它们关于如下双线性算子

Sobolev双正交，即

。显然，该算子是

式 (6)中双线性算子的一般化。

Φ0(x) = ϕ0(x) Ψ0(x) = ψ0(x) Φn(x) ∈
Vn+5 Ψn ∈ V∗n+5

Φn−ϕn ∈ Vn+4 Ψn−ψn ∈ V∗n+4

引理 1　设 ,  ，且

,  是两组 Sobolev双正交多项式，满足

,  , 且
Bα,β,µ,λ,η(Φn,Ψm) = ρnδn,m，∀n,m ⩾ 0

则下述递推式成立，即
Φn = ϕn−anΦn−1−bnΦn−2− cnΦn−3−

dnΦn−4− enΦn−5, ∀n ⩾ 1
Ψn = ψn+anΨn−1−bnΨn−2+ cnΨn−3−

dnΨn−4+ enΨn−5, ∀n ⩾ 1

（7）

n < 0 Φn(x) ≡ Ψn(x) ≡ 0, ρn = 0 n < 1

an = 0 n < 2 bn = 0 n < 3 cn = 0
n < 4 dn = 0 n < 5 en = 0

当 时 ， ； 当

时， ；当 时， ；当 时， ；

当 时， ；当 时， ，且

ρn = an,nα+bn,nβ+ cn,nµ+dn,nλ+ en,nη+a2
nρn−1−

b2
nρn−2+ c2

nρn−3−d2
nρn−4+ e2

nρn−5

an =
1

ρn−1
(an,n−1α+bn,n−1β+ cn,n−1µ+dn,n−1λ+

en,n−1η+bnan−1ρn−2− cnbn−1ρn−3+dncn−1ρn−4−
endn−1ρn−5)

bn =
1

ρn−2
(an,n−2α+bn,n−2β+ cn,n−2µ+ cnan−2ρn−3−

dnbn−2ρn−4+ encn−2ρn−5)

cn =
1

ρn−3
(an,n−3α+bn,n−3β+dnan−3ρn−4− enbn−3ρn−5)

dn =
1

ρn−4
(an,n−4α+bn,n−4β+ enan−4ρn−5)

en =
an,n−5

ρn−5
α

Φ̃n(x) Ψ̃m(x)

限于文章篇幅，具体证明过程可参照文献 [9-
12]类似可得。特别地，取两组修正的 Sobolev双

正交基函数 和 ，满足

B2,τβ,τµ/L2,λ/L4,τη/L4 (Φ̃n, Ψ̃m) =

Aβ,µ,λ,η(Φ̃n, Ψ̃m) = ρ̃nδn,m，∀n,m ⩾ 0

u(k+1)
N则问题的数值解 可表示为

u(k+1)
N (x) =

N−5∑
n=0

ūnΦ̃n(x), ūn =
F (u(k)

N , Ψ̃n)
ρ̃n

（8）

式 (6)在时间方向上是一个隐格式，实际计算

包含非线性项的右端项时需要使用迭代方法求
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(a,b)

ξ =
2x−a−b

b−a
ξ ∈ (−1,1)

解。显然，式 (6)的系数矩阵是对角矩阵，而若使

用经典的基函数式 (5)，则系数矩阵为十一对角矩

阵。因此，本文的对角化方法极大地提升了计算

效率。对于区间 上的问题，只需作线性变换

，则 。

 3    数值结果

L = 100, N = 256,

τ = 10−4

针对广义 Rosenau-Kawahara方程给出一系列

数 值 结 果 ， 用 以 描 述 广 义 Rosenau-Kawahara
方程单个孤立波的传播、守恒律及波的生成等物

理现象。除特殊说明外，以下均取

。

 3.1    孤立波解

众所周知，孤立波在许多自然科学领域有重

要价值。首先考虑 Rosenau-Kawahara方程的孤立

波解[1]：ut +ux +uxxx +uux +uxxxxt −uxxxxx = 0

u(x,0) = uex(x,0)
（9）

uex(x, t) = Asech4 (B (x− vt)) A =
35(
√

205−13)
156

式中， 。 ，

B =

√√
205−13

12
v =

√
205
13

x = 0 v

和 分别表示孤立波的振

幅、波数和波速。方程的该解表示一个初始以

为中心、波速为 的自左向右传播的单个孤立波。

L2 L∞

t = 0.5 t = 50

10−7

采用前述谱格式进行数值求解。图 1表明孤

立波在不同时刻以恒定的速度和振幅自左向右传

播，并展示了相应的三维传播图。可以观察到数

值解的振幅和波速几乎是常数，且与精确值完全

一致。图 2分别给出了数值解的 和 误差，可

以看到，在 （对应实际时间 ，下同）时的

误差量级在 ，该结果表明本文算法提供了比已

有文献更好的数值结果。

下面考虑广义 Rosenau-Kawahara方程的孤立

波解：ut +ux +uxxx +8u7ux +uxxxxt −uxxxxx = 0

u(x,0) = uex(x,0)
（10）

uex(x, t) = Asech4/7 (B (x− vt))式中， 。

A =
55(−85+

√
7549)

1 224

1/7

B =
7
√√

7549−85

36
v =

√
7549
85

， 和

分别表示孤立波的振幅、波数和波速。
 

(a) 二维 (b) 三维
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图 1    Rosenau-Kawahara 方程（9）的孤立波解传播

Fig.1    Motion of solitary wave solution for the Rosenau-Kawahara equation （9）
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图 2    孤立波解的数值误差

Fig.2    Errors of solitary wave solution
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采用前述谱格式进行数值求解。图 3表明孤

立波在不同时刻以恒定的速度和振幅自左向右传

播，并展示了相应的三维传播图形。可以观察到

数值解的振幅和波速几乎是常数，且与精确解完

全一致。

 3.2    守恒律

对广义 Rosenau-Kawahara方程，文献 [2-4]给
出了 3个基本的守恒量，即质量、动量和能量：

M(t) =
w ∞
∞

u(x, t)dx, P(t) =
w ∞
∞

u2(x, t)dx,

E(t) =
w ∞
∞

{
u2(x, t)+λu2

xx(x, t)
}
dx

下面考虑对应的离散守恒量及其相对误差。

作为例子，本文仅考虑 Rosenau-Kawahara方程，

其初值

uex(x,0) =
35(
√

205−13)
156

sech4


√√

205−13

12
x


在图 4中，分别画出 3个守恒量及其相对误差

随时间的变化情况。从图中可以看到，Rosenau-
Kawahara方程的 3个守恒量保持得非常好，且

满足：
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图 3    广义 Rosenau-Kawahara 方程 (10) 的孤立波解传播

Fig.3    Motion of solitary wave solution for the generalized Rosenau-Kawahara equation (10)
 
 
 

 

(a) M(t) (b) P(t) (c) E(t)

(d) M(t)的相对误差 R1(t) (e) P(t) 的相对误差 R2(t) (f) E(t) 的相对误差 R3(t)
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图 4    守恒量及其相对误差

Fig.4    Conserved quantities and the relative errors
 
 

M(t) ≈ M(0) ≈ 4.120 895 969, P(t) ≈ P(0) ≈ 0.835 477 463,
E(t) ≈ E(0) ≈ 0.836 201 211

 3.3    波的生成

u0(x) =考 虑 Rosenau-Kawahara方 程 和 初 值

κsech4
(√√

205−13
/
12x

)
κ

I =

(−2,2)

，对于给定的 ，该初值可

用来模拟单个孤立波生成多个波的过程, 取区间

。
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κ = 6首先，令 。图 5描绘了波的生成过程。由

图 5可以发现，最终有 4个孤立波生成，各个孤

立波之间的距离随着时间推移而逐渐增加，且各

自以不同的波速和振幅自左向右传播，振幅和波

速大的孤立波会逐步远离那些振幅和波速小的

t = 0.03, 0.05, 0.20

κ = M(M+1)

M+2

波。另外，也可以清晰地看到，第 2，3，4个孤

立波是在传播过程中生成的，其生成时刻分别约

为 。特别地，通过数值实验可

以发现，对于给定的正整数 ，上述初

值会生成 个波。 
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κ = 6图 5    波的生成 ( )

κ = 6Fig.5    Wave generation( )
 
 

κ = −2下面考虑负数 。图 6描绘了不同时刻波

的形状。数值结果显示最终没有孤立波生成，相

反地，形成了一系列沿负方向传播、振幅不断衰

减的振荡色散波。
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κ = −2Fig.6    Wave generation( )
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