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二维和三维对称扩缩通道流动的非线性特性

杨丽泉，    杨    茉，    黄维佳
（上海理工大学 能源与动力工程学院，上海 200093）

摘要：对具有对称结构的扩缩通道中的流体流动，分别建立了二维和三维流动模型。分析证明了

三维模型具有与二维模型相同的二维解。通过数值模拟，分别获得了 Re 取不同值时二维和三维模

型中流体流动的速度场。根据数值结果，分析了二维模型和三维模型流动的非线性特性及其差

异。数值结果表明，Re 取不同值时，二维模型和三维模型中的流动都经历了解的分岔，出现了对

称破缺、自维持振荡，以及混沌等非线性现象。当 Re 为 120 时，二维模型与三维模型都具有唯一

的、对称的、稳态的速度场，二维模型与三维模型的解完全相同；当 Re 为 200 时，二维模型与三

维模型的解不唯一，存在一对反对称的稳态非对称解，二维与三维模型的解依然完全相同，没有

三维的流动；当 Re 为 280 时，三维模型出现了三维流动，二维模型与三维模型的解不同，但都具

有一对反对称的稳态非对称解；当 Re 为 330 时，二维模型与三维模型都恢复到具有唯一的、对称

的、稳态解，二维模型与三维模型的解完全相同；当 Re 为 352、380、600 时，二维模型与三维模

型的解都是振荡的、非稳态的，三维模型的解不同于二维模型的解，出现了三维流动，解从周期

振荡、倍周期振荡，发展为混沌。
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Abstract: Two-dimensional  and  three-dimensional  flow  models  were  established  for  fluid  flow  in
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expansion  and  contraction  channels  with  symmetric  structure.  The  analysis  proved  that  the  three-
dimensional model has the same two-dimensional solution as the two-dimensional model. By numerical
simulation,  the  velocity  fields  of  fluid  flow  in  two-dimensional  and  three-dimensional  models  were
obtained  for  different Re.  Based  on  numerical  results,  the  nonlinear  characteristics  and  differences  of
flow  between  two-dimensional  and  three-dimensional  models  were  analyzed.  The  numerical  results
indicate that when Re  is different, the flow in both the two-dimensional and three-dimensional models
undergoes  bifurcation  of  the  solution,  resulting  in  nonlinear  phenomena  such  as  symmetry  breaking,
self-sustained oscillation, and chaos. When Re is 120, both the two-dimensional and three-dimensional
models  have  unique,  symmetric,  and  steady-state  velocity  fields,  and  the  solutions  of  the  two-
dimensional  and three-dimensional  models are exactly the same. When Re  is  200,  the solutions of  the
two-dimensional  and  three-dimensional  models  are  not  unique,  and  there  is  a  pair  of  antisymmetric
steady-state asymmetric solutions. The solutions of the two-dimensional and three-dimensional models
are still exactly the same, and there is no three-dimensional flow. When Re is 280, a three-dimensional
flow occurs in the three-dimensional model. The solutions of the two-dimensional model and the three-
dimensional  model  are  different,  but  both  have  a  pair  of  antisymmetric  steady-state  asymmetric
solutions.  When  Re  is  330,  both  the  two-dimensional  and  three-dimensional  models  have  unique,
symmetric,  and  steady-state  solutions,  and  their  solutions  are  exactly  the  same.  When Re  is  352,  380,
and  600,  the  solutions  of  both  the  two-dimensional  and  three-dimensional  models  are  oscillatory  and
non-stationary.  The  solutions  of  the  three-dimensional  model  are  different  from  those  of  the  two-
dimensional model, resulting in three-dimensional flow. The solutions develop from periodic oscillation,
period doubling oscillation, to chaos.

Keywords: expansion  and  contraction  channels; fluid  flow; numerical  simulation; bifurcation;
nonlinearity

 

具有对称结构的扩缩通道中的流体流动存在

非线性现象，其二维模型和三维模型中流动规律

和非线性特性存在差异。实际工程问题严格说都

是三维的，需要用三维模型来表征。但是，有些

三维模型，当某个方向上物理和相应的几何条件

具有某种一致性时，三维模型所表征的物理量在

这个方向上没有变化，即解是二维的。此时，在

对实际问题进行理论分析时，常常直接将三维问

题抽象为二维模型，使问题的分析得到了简化。

然而，对一个有流体流动的非线性动力学系统，

当系统中出现非线性的现象时，即使在某个方向

上物理和相应的几何条件具有某种一致性，并且

问题仍然存在二维解，但由于非线性的原因，同

时还存在多个不同于二维解的三维解，这些三维

解无法由二维模型获得。也就是说，这时如果仍

用二维模型来表征实际问题，可能会导致具有重

要价值的三维解的缺失，因此，用原来的二维模

型已经不能完整地表征实际问题，需要采用三维

模型。例如，扩缩通道中的流体流动就会出现这

种情况。当流动的特征数雷诺数 Re 超过某些临

界值时，会出现对称破缺（ symmetry  breaking）、

自 维 持 振 荡 （ self-sustained  oscillation） 、 分 岔

（bifurcation）、混沌（chaos）等非线性现象 [1]，此

时，实际问题会表现出三维的流动特性，二维模

型不能够表征这些三维特性。文献 [2]在研究二维

和三维自然对流换热的非线性特性时，就报道了

类似的情况。本文的意图是，在查明扩缩通道中

二维和三维模型的流动特性和非线性特性的同

时，比较二维模型和三维模型之间解的差异，以

查明对于实际的工程问题，什么条件下仅存在二

维解，用简化的二维模型就可以完整地表征实际

问题；以及在什么条件下实际问题不仅存在二维

解，同时还存在多个三维解，必须采用三维模

型，才能完整地的对实际问题进行表征，为更

深入的理论研究和正确的指导工程实践奠定基础。

本文研究的工程背景之一是人类喉咙里发声

过程的气流流动[3]。借助计算流体力学工具，深入

了解人的喉咙中气流流动特性，对于预防和治疗
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语音障碍疾病具有重要价值[4-5]。医学临床研究已

经观察到男性和女性声道的几何结构存在差别，

因而发出的声音不同[6]。人类喉咙发声过程的抽象

模型就是通道中的流动问题。Mccollum等 [7] 对

9种几何结构声道模型中的气流流动进行了数值模

拟，给出了不同几何结构声道模型中声带在气流

作用下的振动情况，给出了几何结构变化对发声

的影响。文献 [8]亦通过数值模拟探讨了人类声道

的发声过程。

笔者注意到，Mccollum等[7] 和Šidlof等[8] 所考

虑的声道几何结构都具有某种对称性，但在 Re 的

某些取值范围内，流场的数值结果却是非对称

的。并且，所给出问题的所有边界条件都与时间

无关，但 Re 超过某个临界值时，流场的数值结果

是振荡的，随时间变化的。笔者认为，这是一种

流动的非线性现象，数值解发生了分岔。

除了上述声道发声问题外，通道流动问题还

有更为广泛的工程背景。例如各种热交换器、燃

烧器、采暖通风等许多工程问题，都能抽象为通

道中的流动问题。

已有较多的研究者，从各种工程背景出发，

探讨了各种几何结构通道内流体流动的非线性现

象及其解的分岔[9-24]。文献 [9-24]研究的物理模型

的几何结构都有一个共同的特征，就是具有某种

对称性，但其中的流动却可能是非对称的、稳态

的，即发生了静态分岔。此外，以上给出的这些

文献研究的物理模型所共有的另一个特征是所有

边界条件都与时间无关，但其中的流动却可能是

随时间变化的、振荡的，即发生了动态分岔。

文献 [9-17]对突扩通道中流动的非线性特性进

行了研究。当 Re 增加到某个特定的临界值时，观

察到一个稳定的非对称解，流动开始不对称。不

同的几何模型、不同的扩张比都有相应的临界

Re 与之对应， Drikakis等[9]、Revuelta等[10] 发现临

界 Re 随扩张比的增加而减小。Sobey等[11]、Fearn
等 [12] 的数值计算，以及 Shapira等 [13] 的线性稳定

性分析指出，对称性破缺是作为 Navier–Stokes方
程解的超临界音叉分岔的结果，即上述的临界 Re
下，2个稳定解共存[14]。Sobey等[11] 的结果表明还

有一个不稳定的解存在。Chiang等 [15] 研究了通过

平面对称突然扩张的三维流动的稳定分岔现象，

得出 2个稳定的不对称解和一个不稳定的对称解

共存。Guevel等 [16] 通过改变几何参数，研究三维

突扩通道内部流体流动的情况，得出了长宽比为

1~10时几个主要的分岔临界数。Moallemi等[17] 直

接模拟二维突扩流动情况，观察到流动的分岔现

象，并确定了各突扩比的临界 Re。
与本文的生物医学研究背景类似，Saha等  [18]

假设血液为牛顿流体，对人类心脏中血液流动进

行了数值模拟，分析了在不同 Re 和收缩比下，平

面收缩−扩张通道内的血液流动特性及非线性特性

和解的分岔。

Laskos等 [19] 模拟了具有肋片的矩形截面通道

中三维流动的非线性特性。Wang等[20] 研究了具有

一个圆形障碍物的突扩通道内流动与传热的非线

性特性，耦合了温度分布和传热。Li等[21] 研究了

对称圆和半圆浅室中流动和传质的非线性特性，

耦合了浓度分布和传质。Li等[22] 研究了水平腔中

自然对流流动的非线性特性，研究的问题仍然具

有对称结构，所不同的是耦合了自然对流传热传

质，流动的驱动力是在重力场中密度和浓度变化

引起的浮力。

Mizushima等[23-24] 研究模型的几何形状与本文

相同，对二维突扩突缩通道中的流动进行了数值

模拟，分析了其中的非线性特性。

以上研究多数采用二维模型，也有文献采用

了三维模型，揭示了其中流动与传热的非线性特

性和规律，但没有将同一问题的二维和三维模型

之间的结果进行比较。

本文对扩缩通道中的流体流动分别建立了二

维和三维模型。首先，分析证明了三维模型具有

二维解；然后，通过数值计算，分别探讨了二维

和三维模型的流动规律和非线性特性，对二维模

型与三维模型的数值结果进行了比较，给出了两

者的差异，为更深入的理论和实验研究奠定了基础。

 1    物理和数学模型及其数值方法

 1.1    物理模型

图 1为扩缩通道内流体流动的物理模型。扩

缩通道由两端的狭窄通道和二者之间的宽通道组

成，某种流体介质在通道中流动。如图 1所示，

通道关于水平中心轴线（x 轴）在垂直方向（y 轴）以

及前后方向（z 轴）都是完全对称的（图 1在 z 方向

仅画出一半）。通道入口段的进口速度均匀，为

Um。入口段和出口段的高度相同，为 h。中间段

宽通道的高度为 H，长度为 L0，扩口高度 H1=H2=
（H−h）/2。进口窄通道和出口窄通道的高度都为 h，
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长度分别为 L1 和 L2，取 L1=L2=60 h。
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图 1    扩缩通道内流动的物理模型 (一半区域)

Fig.1    The physical model of fluid flow in a sudden expansion
and contraction channel (half section)

 

突扩截面与对称轴的交点为 O。以 O 为坐标

原点建立笛卡尔坐标系，流动方向为 x 轴正方

向。距点 O 水平距离为 0.2H 的点为 Q(x，y，z)。
采用点 Q 处 y 方向的无量纲瞬时速度 V (t)作为分

析非线性特性的代表量。

 1.2    二维数学模型

针对图 1在 z 方向的一个截面（z=0），建立如

下二维数学模型。

定义下列无量纲量：

X =
x
H
, Y =

y
H
, T =

U0t
H
, U =

u
U0
, V =

v
U0
, P =

p
ρU2

0

p

式中：x、y、t 分别为空间坐标变量和时间坐标变

量；u、v 分别为水平方向 x 和竖直方向 y 的速度

分量； 为压力；P 为无量纲压力； ρ 为密度；

U0 为参考速度，取进口或出口窄通道中流动达到

充分发展时的最大速度（泊肃叶流最大速度） [25]，

U0=1.5 Um。

特征数 Re 定义如下：

Re =
U0H
ν

ν式中， 为运动黏度。

无量纲几何量定义如下：

突扩比 Er=H/h， 长宽比 Ar= L0/H。

假设流体为不可压缩流体、常物性，不考虑

重力，则二维的突扩突缩通道内强制流动的无量

纲控制微分方程如下：

∂U
∂T
+U
∂U
∂X
+V
∂U
∂Y
= − ∂P
∂X
+

1
Re

(
∂2U
∂X2 +

∂2U
∂Y2

)
∂V
∂T
+U
∂V
∂X
+V
∂V
∂Y
= − ∂P
∂Y
+

1
Re

(
∂2V
∂X2 +

∂2V
∂Y2

)
∂U
∂X
+
∂V
∂Y
= 0

（1）

相应的无量纲边界条件为



入口 U =
Um

U0
=

2
3
,V = 0

出口
∂U
∂X
= 0, ∂

V
∂X
= 0

壁面 U = V = 0

（2）

整个计算域内部的初始条件为

T = 0，U = V = 0，P = 0 （3）

 1.3    三维数学模型

三维模型，除了在垂直于纸面方向增加了一

个维度及其坐标轴 z 以外，其他几何量和物理量与

上述二维模型完全相同。新增轴 z 方向的两个边界

都取对称边界条件，z 的坐标原点取在中心对称

面上。

针对图 1给出的物理模型（图 1在 z 方向仅给

出了计算区域的一半对称区域），建立如下三维数

学模型。

补充定义如下无量纲量：

Z =
z
H
，W =

w
U0

式中：z 为空间坐标量；w 为 z 方向的速度分量。

图 1所示的突扩突缩通道内强制流动的三维

无量纲控制微分方程如下：

∂U
∂T
+U
∂U
∂X
+V
∂U
∂Y
+W

∂U
∂Z
=

− ∂P
∂X
+

1
Re

(
∂2U
∂X2 +

∂2U
∂Y2 +

∂2U
∂Z2

)
∂V
∂T
+U
∂V
∂X
+V
∂V
∂Y
+W

∂V
∂Z
=

− ∂P
∂Y
+

1
Re

(
∂2V
∂X2 +

∂2V
∂Y2 +

∂2V
∂Z2

)
∂W
∂T
+U
∂W
∂X
+V
∂W
∂Y
+W

∂W
∂Z
=

− ∂P
∂Z
+

1
Re

(
∂2W
∂X2 +

∂2W
∂Y2 +

∂2W
∂Z2

)
∂U
∂X
+
∂V
∂Y
+
∂W
∂Z
= 0

（4）

相应的无量纲边界条件为

入口 U =
2
3
，V = 0，W = 0

出口
∂U
∂X
= 0,

∂V
∂X
= 0,
∂W
∂X
= 0

Z = ±H
∂U
∂Z
=
∂v
∂Z
=W = 0

（5）

整个计算域内部的初始条件为

T = 0，U = V =W = 0，P = 0 （6）
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 1.4    数值方法和网格无关性验证

本文所有的计算采用基于原始变量的有限容

积法和 Quick差分格式。非稳态项采用二阶隐式差

分格式离散，压力与速度的耦合采用 Simple方

法[26]。迭代计算的收敛指标为迭代残差小于 10−5。
为保证计算精度和计算效率，采用二维结构

化网格对计算区域进行划分。考虑到局部流动细

节，壁面和突扩突缩截面附近的网格被细化。对

Er=6、Ar=1.83的突扩突缩管，采用不同网格总量

对 O 点和 Q 点的速度进行对比，以进行网格独立

性验证。根据网格独立性验证结果，60 000个网

格总量和 90 000个网格总量的结果相差不到 1%，

最终选用 60 000个网格总量。

本文计算的 Re 范围小于 Rec3（数值解发生振

荡的临界 Re）的流动是稳态的，与时间无关的。此

时，无量时间步长 ΔT 取值不影响收敛后的计算结

果，取值固定在 ΔT=10−2，在 Re 大于 Rec3时，流

动是随时间变化且振荡的；ΔT 在 10−4～10−3 范围

内取值时，Re越大，无量纲时间步长取值越小。

 2    数值模拟结果和讨论

 2.1    三维数学模型具有二维解的证明

以上给出的三维数学模型方程（4）及其边界条

件式（5），存在与二维数学模型完全相同的二维

解。这个证明如下：设 U1 (T, X, Y)、V1 (T, X, Y) 、
Q1(T, X, Y) 满足方程 （ 1）及其边界条件式 （ 2），

即是二维数学模型的解，然后将 U1  (T, X, Y)、
V1 (T, X, Y) 、Q1 (T, X, Y)及 W1（T, X, Y, Z）=0代入

到方程（4）及其边界条件式（5），就会发现，U1 (T,
X, Y)、V1  (T, X, Y) 、Q1  (T, X, Y)及 W1（T，X，Y，
Z）=0满足这些方程及其边界条件，因此是三维模

型的解。为了节省篇幅，这里略去具体的代入过程。

由于对二维模型的分析和数值求解的难度及

工作量远低于三维模型的，因此，三维模型与二

维模型具有相同的解是人们所期待的，这样，就

可以用较简单的二维模型的求解和分析，替代复

杂的三维模型的求解与分析。事实上，以往的许

多文献资料通常就是这样做的。但是，下面根据

数值解进行的分析将能够看到，在没有非线性现

象出现时，二维模型和三维模型的解是稳态的、

对称的、唯一的，这时二维模型与三维模型的解

完全一致，因此用二维模型的解作为三维问题的

解，或近似作为三维问题的解，没有任何问题。

但当非线性的现象出现时，数值解不唯一。尽管

这时三维模型仍然存在与二维模型相同的二维

解，而三维模型同时还存在无法由二维模型获得

的三维解，即坐标轴 z 方向速度分量 W≠0，因

此，在坐标轴 z 取不同值的位置，沿 x-y 轴方向

的各截面的速度分布，也是不同的，与 z 的位置

有关。

本文是要证明：即使如图 1所示的对称结

构，或者在 z 方向长度比较大（理论上无限长，可

忽略边缘效应），由于非线性的原因，简化的二维

模型的分析与解可以代替三维模型。以往的研究

文献，常常忽视了非线性现象对实际工程问题带

来的影响。

 2.2    二维模型的解及解的分岔

二维模型的数值计算结果表明，随着 Re 的增

加，所得到的数值解出现了解的分岔。根据解的

主要特征，可以分为 4个区域：唯一对称解；一

个对称解（不稳定）和 2个非对称解（稳定），发生

了音叉分岔；高（阶）Re 唯一对称解，发生了反音

叉分岔；振荡解和混沌解，发生了动态 hopf分岔。

图 2给出了二维模型 Re=120、200、280时，

几个不同截面（取不同 X 值）的无量纲速度分量

U 在 Y 方向的分布。由图 2（a）可见，当 Re=120
时，截面速度分布曲线关于 X 轴（Y=0）是完全对称

的，并且出现了流体的回流（U<0）。
由图 2（c）、（d）可见，截面速度分布曲线关

于 X 轴（Y=0）都是非对称的，并且也都有流体的回

流（U<0）出现。图 2（c）给出的解，与图 2（d）给出

的解，  Re 都是 200，这是一对关于 X 轴（Y=0）反
对称的非对称解。

这里需要说明的是，当 Re=120、200时，数

值解在经历初始阶段随时间变化后，不再随时间

变化，即进入了稳态流动。当 Re=120时，数值解

是唯一的、对称的、稳态的；但当 Re=200时，数

值解不是唯一的，至少有 3个解。图 2（c）、（d）给
出的是这 3个解中的一对反对称的稳态非对称

解。这 3个解中还有一个是对称解。但这个对称

解是不稳定的，用全区域的数值计算得不到这个

对称解。很容易证明，本文所给出的二维数学模

型 （式 （ 1）～ （ 3） ）和三维数学模型 （式 （ 4）～

（6））都存在对称解。但只有当对称解是稳定的，

才能够通过全区域数值计算得到，例如图 2（a）
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给出的 Re=120时的速度分布。

由图 2（ b）可以看到，当 Re 从 200增加到

280时，发生了所谓的反音叉分岔：流场的数值解

从 Re=200时的一对反对称的非对称解，变成了当

Re=280时的稳态的、唯一的对称解。

图 3（a）给出了 Re=352时，在流动区域中的观

测点 Q(0.2, 0)的速度 V 的时间序列。可见，观测

点 Q 的速度 V 随时间周期性振荡。图 3（b）给出的

是观测点 Q 的速度分量 U 和 V 构成的速度相图，

为一封闭的环状轨线，表明数值解随时间周期性

振荡。随着 Re 的继续增加，当 Re=380时，数值

解发生倍周期振荡；Re=600时，数值解分岔为混

沌解，如图 3（c）、（d）所示。

二维模型的数值结果表明：针对本文给出的

物理和数学模型，当 Re=120时，数值解为唯一的

对称解； Re=200时，有两个非对称的数值解和一

个不稳定的对称解；当 Re=280时，数值解又回归

为唯一的对称解；当 Re=352时，数值解为周期振

荡解；当 Re=380时，数值解发生倍周期振荡；最

后在 Re=600时，进入混沌。也就是说，二维模型

的数值解经历了静态音叉分岔和反音叉分岔，以

及动态的 hopf分岔。

 2.3    三维模型的解及与二维模型解的差异

计算结果表明，随着 Re 的增加，三维模型的

数值解出现了与二维模型类似的非线性现象和解

的分岔。但三维模型的非线性特性及分岔点与二

维的不一定相同，且在某些 Re 的取值范围内，出

现了 Z 方向的流动，即 W≠0，流动是三维的。对

于本文的研究模型，Z 方向的两个边界给出的是对

称边界条件，正如前面已经证明过的，所给出的

三维数学模型存在纯二维解。由数值模拟可以看

到，流动出现了三维解，表明解不是维一的。这

时的二维解无法表征三维流动。

图 4给出了 Re=120时，Z 方向几个不同截面

Z= −0.5、 0、 0.5 的无量纲速度分量 U 的分布图。

由图 4可见，几个截面的速度分布完全相同，都

稳态的、对称的、唯一的，且与图 2的二维结果

完全相同。在 Re=120时，整个计算区域数值

计算获得的所有 Z 方向的速度分量 W（X, Y, Z,
T）=0。
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图 2    不同 Re 下各截面上的速度分布

Fig.2    The velocity profiles in different sections at different Re
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图 5给出了 Re=200时 Z 轴 3个截面的速度分

布图。由图 5（a）~（c）可见，这 3个截面的速度分

布相同，且与图 2（d）完全相同。图 5（e）~（f）是在

Re=200时 Z 轴 3个截面上速度分布的另一组解，

与图 5（a）~（c）是反对称的，与图 2（c）完全相同。

由图 5给出的这些数值结果可见，在 Re=200时，

三维模型的数值解与二维模型的解完全相同，整

个流场的 Z 方向速度分量 W=0，且存在一对反对

称的稳态非对称解，出现了解的音叉分岔。

图 6和图 7，分别给出了 Re=280时，在 Z 轴

上 3个位置 Z=−0.5、0、0.5截面上的速度分量 U

和 W 的分布以及在 Z 轴 3个截面上的速度云图。

由图 6与图 2（b）比较可见，三维模型中有不同于

二维解的三维解存在，Z 方向的速度 W≠0。并且

在 Re=280时，二维模型中出现的反音叉分岔，在

三维模型中没有出现。图 7（ a） ~（ c）给出了在

Re=280时，Z 方向速度分量 W 分布图。

图 8给出了三维模型在 Re=330时，Z=−0.5、
0、0.5的速度分量 U 的分布图。由图 8可见，三

维模型的速度分布关于 X 轴是对称的、唯一的、

稳态的，没有三维流动出现，即 W=0流动是二维

的。并且，三维模型出现了反音叉分岔。
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图 3    在不同 Re 下，Er=6.00、Ar=1.83 时，点 Q（0.2,0）在 x、y 方向上的相空间的轨迹

Fig.3    Trajectories in-state space of x-and y-velocities at point Q (0.2, 0) for Er=6.00，Ar=1.83 at different Re
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图 4    Re=120 不同截面上的速度分布

Fig.4    The velocity profiles in different sections for Re=120
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图 9给出了 Re≥120的几个不同 Re 取值时在 Z
方向两个对称点 Q1(0.2, 0, −0.5)与 Q2(0.2, 0, 0.5)速
度分量 W 的时间序列。由图 9可见， Re=120、
200、330，W=0且与时间无关（3条 W=0的水平直

线是重合的），表明这时的流动为二维，稳态。而

当 Re=280时，W≠0，但是一条水平直线，表明流

动是三维的稳态。而 Re=352、380、600时，流动

是随时间振荡的且 W≠0，各截面的数值和振荡特

性也不相同，表明流动是三维的和非稳态的。

图 10给出了观测点的速度相图。由图可见，

Re=352、380时，Q1(0.2,  0, −0.5)与 Q2(0.2,  0,  0.5)
运动轨迹是反对称的，为一封闭的环状轨线。而

在 Z 方向的对称面上 Z=0，观测点 Q(0.2, 0, 0)的速

度相轨迹为一双扭线。随着 Re 继续增加到 600
时，流动已进入混沌，速度相轨迹看上去是杂乱

无章的，具有某种随机性。

综上所述，数值结果表明，针对本文给出的

三维物理和数学模型，当 Re=120时，数值解为唯

一的对称二维解，三维解和二维解相同；  Re=
200时，有 2个非对称的数值解和一个不稳定的对

称解，二维解和三维解依然相同； Re=280时，有

2个稳定非对称的数值解和一个对称解，二维解和

三维解在 Z=0平面相同，在 Z=0.5和 Z=−0.5平面

不相同；当 Re=330时，数值解又回归为唯一的对

称解，二维解和三维解恢复相同；当 Re=352时，

数值解为周期振荡解；Re=380时，发生倍周期振
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图 5    Re=200 不同截面上的速度分布

Fig.5    The velocity profiles in different sections for Re=200
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图 6    Re=280 不同截面上的速度分布

Fig.6    The velocity profiles in different sections for Re=280
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图 7    Re=280 不同截面上 Z 方向的速度分布

Fig.7    The velocity profiles in different sections for Re=280
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图 8    Re=330 不同截面上的速度分布

Fig.8    The velocity profiles in different sections for Re=330
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Fig.9    Velocity at Q1(0.2,0,−0.5) and Q2(0.2,0,0.5) vs.T at different Re

520 上  海  理  工  大  学  学  报 2025 年 第 47 卷



荡；最后，在 Re=600时，进入混沌。

 3    结　论

a. 证明了三维模型存在与坐标轴 Z无关的二

维解。

b. 二维模型有唯一解、多个非对称解、振

荡解。

当 Re=120时，二维模型具有唯一的，对称

的、稳态的速度分布；当 Re=200时，二维模型的

解不唯一，存在一对反对称的非对称解，但解仍

然是稳态的；当 Re=280时，二维模型的解恢复到

具有唯一的、对称的、稳态的速度分布；当 Re=
352，二维模型的解是振荡的、非稳态的。

c. 三维模型有唯一解、多个非对称解、振

荡解。

当 Re=120时，二维模型与三维模型都具有唯

一的、对称的、稳态的速度分布，二维模型与三

维模型的解完全相同；当 Re=200时，二维模型与

三维模型的解不唯一，存在一对反对称的非对称

解，但解仍然是稳态的，且二维与三维模型的解

依然完全相同，没有三维的流动；当 Re=280时，

二维模型与三维模型的解不同，三维模型出现了

三维流动，但都具有一对非对称的、稳态的解；

当 Re=330时，二维模型与三维模型都恢复到具有

唯一的，对称的、稳态的速度分布，二维模型与

三维模型的解完全相同；当 Re=352、380、600
时，二维模型与三维模型的解都是振荡的、非稳

态的。解从周期振荡、倍周期振荡，发展为混

沌。二维模型与三维模型具有不同的解。
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