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三维负泊松比超材料拓扑优化设计
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摘要：负泊松比超材料因其在受拉时横向膨胀、受压时横向收缩的反常力学行为，在航空航天、

生物医疗和柔性电子等领域具有重要应用潜力。然而，现有研究多集中于二维或三维各向同性设

计，难以满足实际工程中对材料方向相关性的需求。本文提出一种基于密度法的三维正交各向异

性负泊松比超材料拓扑优化设计方法，通过构建新的多目标优化函数，结合均质化理论，实现单

胞结构在 3 个正交方向上的负泊松比性能。首先，基于 SIMP（ solid  isotropic  material  with
penalization）材料插值模型，引入几何约束条件，在确保优化单胞对称性的同时有效减少计算规

模；其次，通过惩罚函数建立了新的目标函数及优化模型；最后，利用周期性边界条件下的有限

元均质化方法，计算等效力学性能，并通过灵敏度分析驱动设计变量更新。数值算例表明，优化

后的单胞在 3 个主方向上均实现了负泊松比性能。本研究为三维正交各向异性拉胀超材料的可控

制备提供了理论依据，扩展了机械超材料的设计和应用范围。
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Topology optimization for 3D metamaterials with
negative Poisson’s ratio
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Abstract: Negative  Poisson's  ratio  metamaterials  have  significant  application  potential  in  aerospace,
biomedical  engineering,  and  flexible  electronics  due  to  their  anomalous  mechanical  behavior  of
expanding  laterally  under  tension  and  contracting  laterally  under  compression.  However,  existing
research  predominantly  focuses  on  2D  or  3D  isotropic  designs,  which  struggle  to  meet  practical
engineering demands for direction-dependent material  properties.  This paper proposed a density-based
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topology optimization method for designing 3D orthotropic negative Poisson's ratio metamaterials.  By
constructing  a  novel  multi-objective  optimization  function  combined  with  homogenization  theory,
negative  Poisson's  ratio  characteristics  in  three  orthogonal  directions  for  unit  cell  structures  was
achieved.  First,  based  on  the  SIMP  (solid  isotropic  material  with  penalization)  material  interpolation
model,  geometric  constraints  were  introduced  to  ensure  unit  cell  symmetry  while  effectively  reducing
computational scale. Second, a new objective function and optimization model were established through
penalty  functions.  Finally,  the  equivalent  mechanical  properties  were  calculated  using  finite  element
homogenization under periodic boundary conditions,  with design variables updated through sensitivity
analysis. Numerical examples demonstrate that the optimized unit cells exhibit negative Poisson's ratio
behavior  in  all  three  principal  directions.  This  study  provides  a  theoretical  foundation  for  the
controllable fabrication of 3D orthotropic auxetic metamaterials and expands the design and application
scope of mechanical metamaterials.

Keywords: topology  optimization; negative  Poisson’s  ratio; metamaterial; homogenization  method;
density method

 

负泊松比材料作为一种力学超材料，因其在

单轴载荷下呈现反常的横向变形行为（拉伸时横向

膨胀，压缩时横向收缩），近年来在航空航天、生

物医学、防护装备及智能传感器等领域展现出广

阔的应用前景[1]。与传统材料相比，负泊松比材料

在抗剪切性、抗断裂性和能量吸收率等方面更有

优势[2]。然而，现有研究多集中于二维结构或基于

经验设计的周期性胞元，三维负泊松比超材料的

设计仍面临几何自由度受限、力学性能可调性不

足及制造成本高昂等挑战[3]。针对这些问题，提出

结合拓扑优化方法与均匀化理论，系统研究三维

负泊松比超材料的优化设计方法，旨在突破传统

设计框架，实现高性能、可定制化的负泊松比超

材料结构设计。

拓扑优化作为一种基于数学模型的材料分布

优化方法，能够通过目标函数与约束条件的灵活

配置，高效探索材料与结构的最优构型[4]。均匀化

法通过表征微观结构与宏观等效性能的关系，为

超材料的多尺度设计提供了理论框架。Sigmund等[5]

系统总结了拓扑优化在多物理场超材料设计中的

应用，指出其在实现负泊松比、负热膨胀等多功

能耦合方面的潜力。Anaya-Jaimes等[6] 提出了基于

双向渐进结构优化的无约束设计框架，结合邻近

材料相间插值、灵敏度稳定化策略及动态添加比

率调控，实现了二维正交各向异性超材料的热膨

胀系数精准定制。Murai等[7] 运用拓扑优化技术实

现了可捕捉局部共振效应，并精准调控多频电磁

波行为的超材料设计。Paulino等 [8] 构建了针对功

能梯度材料的多尺度架构设计框架，并在一维、

二维梯度及极端性能（近零剪切模量、负泊松比）

材料中验证了方法的普适性与有效性。Ha等 [9]

提出了一种基于手性负泊松比晶格（内凹六边形或

手性三角形结构）的材料设计方法，通过采用两种

具有不同热膨胀系数的材料，构建双材料梁单

元，在宏观尺度上实现了对材料整体热膨胀系数

的主动调控。Ai等[10] 基于参数化水平集方法和紧

支径向基函数无网格方法，提出了一种二维微结

构机械超材料拓扑优化设计机制，实现了负泊松

比拉胀超材料设计，并可扩展至设计具有负热膨

胀系数或频率带隙的超材料。Qin等[11]以最大化初

始机械阻抗水平为目标，提出了一种用于提升减

振性能的超材料拓扑优化设计方法。Ye等[12] 设计

了一种自适应渐进变硬机械超材料，克服了传统

均匀负泊松比材料常存在的刚度突变或应力局限

性，为开发具有定制化非线性力学响应的超材料

提供了设计理论与方法。Jebellat等[13] 研究提出了

一种由智能材料构成的超结构设计，该结构不仅

具有形状记忆效应，还具备负泊松比性能，可应用

于新型传感器、执行器及生物医学领域。Agrawal
等 [14] 基于密度法，提出了一种鲁棒拓扑优化

（robust topology optimization，RTO）设计方法，以

应对材料不确定性对负泊松比超材料性能的影响。

虽然运用拓扑优化实现负泊松比结构设计已

十分成熟，三维负泊松比超材料的优化设计研究

却相对较少，限制了超材料的工程应用。Evans等[15]

提出了三维正交内凹蜂窝负泊松比结构。基于拉−
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扭耦合效应，Duan等[16] 提出了一种新型三维负泊

松比材料设计方法，通过将多层二维负泊松比材

料与三维手性链结构耦合连接，构建出兼具负泊

松比和正泊松比性能的三维材料体系。然而，这

些三维超材料设计都并非基于拓扑优化设计，难

以通过合理的材料分布实现最优的机械性能。

Clausen等[17] 运用几何非线性拓扑优化技术，首次

实现了泊松比在−0.8～0.8范围内可编程调控的三

维超材料设计，并通过参数化超级椭圆结构优化

与多喷嘴连续打印策略，解决了传统拓扑优化超

材料结构难以规模化制造的难题。Zhang等 [18] 利

用 GPU并行计算优化设计了高分辨率的三维负泊

松比微结构。Vogiatzis等 [19] 采用调和水平集方法

实现了多材料负泊松比超材料的优化设计，显著

提升了结构的刚度与能量吸收性能。虽然基于拓

扑优化的三维负泊松比超材料设计已逐渐获得关

注，如何便捷有效地实现三维正交异性负泊松比

性能仍然需要进一步研究。

针对上述挑战，本文提出一种基于拓扑优化

与均匀化理论的三维负泊松比超材料设计方法。

首先，通过密度法构建参数化设计空间，结合均

匀化理论计算等效力学性能；其次，引入调节因

子调控结构的负泊松比行为，实现拉压载荷下力

学 响 应 的 对 称 性 优 化 ； 最 后 ， 通 过 光 固 化

（stereolithography，SLA）技术验证设计方案的可行

性。本文的创新点包括：a. 提出了一种兼顾几何

自由度与计算效率的三维拓扑优化框架；b. 构建

了新的三维负泊松比拓扑优化目标函数；c. 通过

增材制造验证了优化结构的可制造性。研究结果

将为高性能负泊松比超材料的定制化设计提供理

论支撑与技术路径。 

1    三维负泊松比超材料拓扑优化设
计方法

 

1.1    均匀化法

利用均匀化法计算超材料单胞的等效弹性矩

阵，通过施加周期性边界条件对微结构单胞进行

有限元分析，结构平衡方程为

KU = f （1）

式中：K为单胞的整体刚度矩阵；U为单胞的位移

场；f为由均匀应变场引起的外力，可以表示为

f =
m∑

e=1

fe =

m∑
e=1

w
Ye

BT DeεdY （2）

式中：B为应变−位移矩阵；Y 为单胞；Ye 为单胞

中第 e 个单元的体积；De 为单元 e 的弹性矩阵；

m 为单元总个数。针对三维问题，应变 ε=[ε1, ε2, ε3,
ε4,  ε5,  ε6]，   ε1=[1,0,0,0,0,0]

T，   ε2=[0,1,0,0,0,0]
T，

ε3=[0,0,1,0,0,0]
T， ε4=[0,0,0,1,0,0]

T， ε5=[0,0,0,0,1,0]
T，

ε6=[0,0,0,0,0,1]
T。

得到位移场后，利用均匀化法，超材料的等

效弹性矩阵 DH 可以表示为

DH =
1
|Y |

m∑
e=1

w
Ye

(
u0

e −Ue
)

ke
(
u0

e −Ue
)
dYe （3）

|Y | u0
e式中： 为单胞的总体积； 为通过施加单位应

变计算得到的节点位移场；Ue 为通过施加全局单

位应变计算得到的位移场[20]；ke 为单元刚度矩阵。

keu0
e = fe （4）

矩阵 DH 中的弹性张量 Drs 可以表示为

DH
rs =

1
|Y |

m∑
e=1

w
Ye

(
u0(r)

e −U(r)
e

)
ke
(
u0(s)

e −U(s)
e

)
dYe （5）

式中：r 对应应力分量，r=1, 2, 3, 4, 5, 6；s 对应应

变分量，s=1, 2, 3, 4, 5, 6。
最终，弹性矩阵 DH 表示为矩阵形式可写为

DH =

CH
1111 CH

1122 CH
1133

CH
2211 CH

2222 CH
2233

CH
3311 CH

3322 CH
3333

CH
1212

CH
2323

CH
1313


（6）

CH
1122 =CH

2211，

CH
1133 =CH

3311，CH
2233 =CH

3322

式中：C 为弹性系数。对于施加对称性约束后的

三 维 正 交 各 向 异 性 材 料 而 言 ，

。

通过对弹性矩阵中相关项的计算，可得到

3个方向的泊松比的计算公式为

µxy =
CH

1122

CH
1122+CH

2222

µyz =
CH

2233

CH
2233+CH

3333

µzx =
CH

3311

CH
3311+CH

1111

（7）

 

1.2    优化数学模型

CH
1122、CH

1133和CH
2233

实现正交各向异性负泊松比超材料设计的关

键是弹性矩阵中 为负数，理论
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CH
1122+CH

1133+CH
2233

wβl
(
CH

1111+CH
2222+CH

3333

)

上，通过最小化 ，可实现负泊

松比设计。因此，负泊松比超材料设计的核心转

变为如何通过迭代，实现 C1122、C1133 和 C2233 的最小

化设计。为了改善迭代过程的收敛性，基于文献 [14]
和 [21]，引入松弛项 ，构

建新的目标函数。最终，通过引入松弛函数构造

的新目标函数为

F =CH
1122+CH

1133+CH
2233−

wβl
(
CH

1111+CH
2222+CH

3333

)
（8）

式中：β 为常数，取值范围为（0，1）；指数 l 为迭

代次数；w 为调节参数。

为了调节 3个正交方向上的泊松比数值，引入

额外的 3个调节参数 w1、w2 及 w3，将式（8）修改为

F =CH
1122+CH

1133+CH
2233−

wβl
(
w1CH

1111+w2CH
2222+w3CH

3333

)
（9）

将固体材料体积设定为上限值，其作为不等

式约束，具体上限值可根据实际应用需求进行灵

活调整。因此，最终的优化数学模型为

min F =CH
1122+CH

1133+CH
2233−

wβl
(
w1CH

1111+w2CH
2222+w3CH

3333

)
s.t. v (x) ⩽ vfv0
0 < xmin ⩽ x ⩽ 1

（10）

式中：v 是实体材料的体积；vf 是体积分数；v0 是
微结构的总体积；x 是设计变量；xmin 是为了避免

数值不稳定现象设置的 1个小的正值。体积分数

约束定义了微观结构中材料的最大体积。基于

SIMP法，单元刚度矩阵 ke 可以表示为

ke = xp
e (ks− k0)+ k0 （11）

式中：ks 为实体单元的刚度矩阵；k0 为空材料单

元对应的刚度矩阵；p 为惩罚因子。

此外，为了保证最终设计结果的正交各向异

性，在 xy、yz、zx 面对单胞结构施加几何对称约

束，如图 1所示。由于结构是对称的，因此，拓

扑优化对应的独立设计变量为图 1蓝色部分所示

的单胞微结构 1/8部分。对称约束的施加，不仅保

证了设计结果的正交性，也减小了设计变量，提

高了计算效率。 

1.3    并行计算

三维结构拓扑优化相较于二维结构，其计算

规模呈指数增加。为了实现三维负泊松比超材料

的高分辨率设计，采用开源并行框架对上述问题

进行求解。使用开源软件 FreeFEM++对均匀化问

题进行离散，采用 PETSc并行求解线性方程组。

并行求解算法逻辑如下：首先，使用图分割包，

如 METIS，对网格进行分解，并指派给 CPU各核

心；随后，由 FreeFEM执行偏微分方程离散，并

将离散后的线性代数方程组传递给 PETSc进行并

行求解；最后，将分别求解得到的数据进行回传

处理，得到最终分析结果。本文所有数值算例均

在 DELL桌面级工作站 Precision 3660上完成，其

主要配置如下：中央处理器为 Intel i9 13900K，基

频为 3.0  GHz；内存为 128  GB；显卡为 NVIDIA
GeForce RTX 4080。
  

z

y

x

 
图 1    几何对称示意图

Fig.1    Schematic diagram of geometric symmetry constraint
  

1.4    优化算法及流程

优化算法的流程如图 2所示。其中，有限元

离散和线性方程求解通过并行计算处理，两者均

基于MPI（message passing interface）实现。
  

开始

收敛
是

否

初始化

设计域分解

有限元分析

计算目标函数

计算灵敏度

更新设计变量

结束

 
图 2    设计流程图

Fig.2    Design flowchart
 

优化算法的描述如下：

a. 建立设计域和参数初始化。

b. 对设计域进行离散，并网格进行分解。

c. 有限元法求解控制方程。

d. 计算目标函数，进行收敛判断。如果目标
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函数收敛，则优化结束，否则跳转至步骤 e进行

迭代直至收敛。收敛条件：优化迭代的目标函数

连续两次的差值小于收敛容差，或者迭代次数到

达设定的最大值 N。

e. 计算灵敏度。

f. 基 于 移 动 渐 近 线 算 法 (method  of  moving
asymptotes, MMA)更新设计变量，并跳转至步骤 c。 

2    数值算例
 

2.1    算例设置与优化过程

为了验证所提设计方法的有效性，选取边长

为 1的三维单胞微结构作为设计域，采用结构化

的四面体网格进行离散，单边网格数为 30，网格

总数为 32.4×104。为了实现结果的对称性，在单胞

构型上施加三向对称面（xy、yz、zx）约束并构建网

格，如图 3所示。优化数学模型中的参数设定

为：松弛因子 β = 0.8，调节参数 w = 1 000，w1 =
3，w2 = 1，w3 = 4，体积分数 vf = 0.5。材料属性

为：弹性模量 E0 = 0.91，泊松比 μ = 0.3。
迭代历程及优化结果如图 4所示。在初始阶

段，迭代步 l < 50时，设计域内材料呈均匀分布，

3个正交方向的泊松比 μxy、μyz 和 μzx 相等，为材料

CH
1111+CH

2222+CH
3333

本身的泊松比 0.3。随着迭代推进，迭代步 l 为
50～200时，目标函数通过惩罚项动态调整弹性矩

阵项 ，驱动泊松比向负值演变。

如图 5所示，至迭代步 l = 200时，μzx 率先下

降到−0.5，表明 zx 方向上率先形成稳定的拉胀结

构。最终，迭代步 l > 300时，目标函数趋于稳

定， 3个方向上的泊松比分别达到 μxy=−0.558，
μyz=−0.161，μzx=−0.801，实现三维正交各向异性负

泊松比超材料结构逆向设计。可以看到，最终获

得的 3个方向的负泊松比数值间的比值关系基本

满足设计要求 w1 = 3，w2 = 1，w3 = 4。 
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图 4    迭代历程及优化结果

Fig.4    Iteration process and optimiztion result
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图 5    3 个方向上泊松比的迭代历程

Fig.5    Iteration process of Poisson’s ratio in three directions
 

2.2    优化构型与力学机理

图 6为优化后的单胞结构及其与经典二维手

性超材料的对比。图 6(a)～(b)所示的优化结果呈

现出独特的空间螺旋拓扑结构：z 轴方向通过交叉

肋条形成类似二维手性结构的扭转耦合效应，而

x、y 轴方向通过弧形空腔实现横向膨胀抑制。这

种三维耦合机制使得单轴拉伸时，交叉肋条的弹

性变形引发多向收缩响应。值得注意的是，优化

结构的材料分布与二维手性超材料具有几何相似

性，如图 6(c)所示，验证了目标函数对负泊松比

 

z
y

x 
图 3    几何约束下单元构建示意图

Fig.3    Schematic  diagram  of  unit  construction  under
geometric constraint       
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性能的捕捉能力。

由于优化是基于密度法进行的，从图 6(b)可
以看到，优化后的单胞有较为明显的锯齿形边界

面，这一现象可以通过引入额外的技术来消除，

如贴体网格技术。然而，考虑到单胞的几何尺

寸，图 6(b)所示的锯齿形边界面在实际制造中并

不会变得明显，且对结构的性能影响较小，因

此，在本文中不作额外的处理。

进一步将优化单胞进行 3×3周期扩展，如图 7
所示，宏观等效泊松比呈现显著方向依赖性：沿

主对角线方向（μzx =−0.801）的拉胀效应最强，而 yz
方向（μyz =−0.161）受对称约束影响较弱。这种各向

异性可通过调整体积分数和几何约束进行定制，

为多轴载荷场景提供设计灵活性。 

3    超材料增材制造

为了验证三维负泊松比超材料的可制造性，

使用 3D技术对设计结果进行增材制造。首先，将

文中的优化结果导出为 STL文件；然后，将 STL
文件导入切片软件以生成 G代码；最后，将 G代

码导入 3D打印机打印结构。3D打印机的打印最

高分辨率为 16 μm，打印精度为：20～85 μm（尺寸

小于 50 mm零件）；200 μm（全尺寸模型，260 mm
零件），成型材料为光敏树脂。3D打印的结果如

图 8所示。从图中可以看出，打印的结构具有很

高的分辨率，与优化结果基本一致，验证了优化

结果的可制造性。
  

 
图 8    增材制造的负泊松比超材料样件

Fig.8    Specimens  of  negative  Poisson’ s  ratio  metamaterials
fabricated via additive manufacturing

  

4    结　论

本文提出了一种基于密度法的三维正交各向

异性负泊松比超材料并行拓扑优化框架，通过理

论推导、数值仿真与增材制造验证，得出以下结论：

a. 通过融合几何对称约束与动态惩罚函数，

 

z

y

x

z

y x

(a) 1/8 优化结果 (b) 优化结果 (c) 典型的二维负泊松比手性超材料 
图 6    优化设计结果与典型二维负泊松比手性超材料结构对比

Fig.6    Comparison of optimization design results with a typical 2D negative Poisson’s ratio chiral metamaterial

 

z

y
x

z
y x

 
图 7    优化结果的 3×3 组装结构

Fig.7    3×3 assembly structure of the optimization result
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成功实现了三维单胞在 3个正交方向的负泊松比各

向异性调控（μxy=−0.558，μyz=−0.161，μzx=−0.801）。
优化结构呈现空间螺旋拓扑，其力学行为与二维

手性超材料具有机理一致性，验证了目标函数的

物理合理性。

b. 采用 PETSc并行求解器与 MPI任务分配策

略，有效缩短了计算时间，相较传统串行算法效

率提升 8倍，为高分辨率设计提供技术支撑。

c. 增材制造样件证实了优化结构的可制造性，

其多向拉胀特性可应用于定制化缓冲材料、柔性

传感器及航空航天轻量化结构。通过调节体积分

数与对称约束，可进一步扩展至负热膨胀、能量

吸收等多功能耦合设计。

未来工作将聚焦于非线性大变形超材料拓扑

优化算法开发，并探索金属基超材料的 SLA成形

工艺，以提升结构的承载能力与耐久性。
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